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We discuss the construction of a free scalar quantum field theory on κ-Minkowski noncommutative
spacetime. We do so in terms of κ-Poincaré-invariant N-point functions, i.e., multilocal functions which
respect the deformed symmetries of the spacetime. As shown in a previous paper by some of us, this is only
possible for a lightlike version of the commutation relations, which allow the construction of a covariant
algebra of N points that generalizes the κ-Minkowski commutation relations. We solve the main
shortcoming of our previous approach, which prevented the development of a fully covariant quantum
field theory: the emergence of a non-Lorentz-invariant boundary of momentum space. To solve this issue,
we propose to “extend” momentum space by introducing a class of new Fourier modes and we prove that
this approach leads to a consistent definition of the Pauli-Jordan function, which turns out to be undeformed
with respect to the commutative case. We finally address the quantization of our scalar field and obtain a
deformed, κ-Poincaré-invariant, version of the bosonic oscillator algebra.
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I. INTRODUCTION

In the past few decades, quantum field theory (QFT) on
noncommutative spacetimes has been extensively studied.
An in-depth discussion of noncommutative spacetimes can
be found in [1–3], while here we just present a few main
conceptual motivations. The first one can be traced back to
the very early days of QFT: by introducing a noncommu-
tative structure for spacetime coordinates at small length
scales, the notion of infinitesimal point has to be relaxed
into some sort of “fuzzy”/nonlocal point. One then hopes to
get an effective ultraviolet cutoff and therefore to gain
control on the divergences of the theory [1]. On the other
hand, noncommutative spacetimes are expected to play a
crucial role in addressing the dichotomy between classical
gravity and quantum physics. Already at an effective level
of QFT coupled to classical general relativity, in fact, the
support of a quantum field cannot be localized better than
the Planck length lP ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Gℏ=c3

p
(see [3] for details). QFT

could incorporate such a restriction on localizability via the
introduction of uncertainty relations among noncommuta-
tive coordinate operators. A further strong indication that
spacetime might be noncommutative at very small scales
comes from the onlymodel of quantumgravity that is as well

understood as a QFT: (2þ 1)-dimensional general relativity.
This theory lacks local propagating degrees of freedom
(gravitons) and can be therefore quantized with topological
QFT methods. Coupling the theory to matter and integrating
away the gravitational degrees of freedom gives rise to an
effective theory of matter propagation on a noncommutative
spacetime [4,5]. The Planck scale in this model ends up
playing the role of a scale of noncommutativity.
In this paper, we focus on a model of noncommutative

spacetime that is valid in any dimension and is maximally
symmetric under a deformation of Poincaré symmetry. This
model has been widely studied in the literature [6–32],
including many efforts to build a consistent QFT on it
[33–48]. A lot of progress has been made on the problem;
however a fully satisfactory formulation of QFT is still
elusive. In this paper, we build upon the results obtained by
some of us [49] and solve a technical issue that prevented
the construction of a fully Lorentz-invariant QFT. The
paper is structured as follows: in the first section, we
provide a detailed review of [49], reporting all the main
calculations and results. We end the section with a
discussion of the problem of constructing the Pauli-
Jordan function of our theory. This obstruction motivates
us to “extend” the Fourier theory of our model, introducing
new Fourier modes. The second section is devoted to the
characterization of such Fourier modes and their applica-
tion to the construction of a classical (nonquantum but
noncommutative) scalar field theory. Furthermore, we
show how these modes allow us to define the Pauli-
Jordan function, overcoming the problems that arose
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in [49]. In the third section, we apply the Pauli-Jordan
quantization procedure to our scalar field and obtain a
deformed bosonic oscillator algebra for the creation and
annihilation operators, that is compatible with the defor-
mation of Poincaré symmetry of the model. We conclude
by presenting different possible directions in which this line
of research might develop in the future.

A. κ Minkowski

One of the most studied models of noncommutative
spacetime is the κ-Minkowski model [7,9,10]. In this model
the algebra of functions on Minkowski spacetime is
deformed into a noncommutative � algebra A, generated
by the coordinate operators xμ such that

½xμ;xν�¼ i
κ
ðvμxν−vνxμÞ; μ¼0;…;3; ðxμÞ†¼xμ: ð1Þ

Here vμ is a set of four real numbers and κ is an inverse-
length scale, which one expects to be very small.
The symmetries of the κ-Minkowski model can be

described within the formalism of Hopf algebras: let us
consider the algebra of continuous functions on the
Poincaré group C½ISOð3; 1Þ�, generated by the translation
and Lorentz parameters, respectively, aμ and Λμ

ν. We can
introduce a coproduct map Δ, an antipode S and a counit ϵ
(see [50]) to codify the properties of group product, inverse
and identity as follows:

Δ½Λμ
ν� ¼ Λμ

α ⊗ Λα
ν; Δ½aμ� ¼ Λμ

ν ⊗ aν þ aμ ⊗ 1;

S½Λμ
ν� ¼ ðΛ−1Þμν; S½aμ� ¼ −ðΛ−1Þμνaν;

ϵ½Λμ
ν� ¼ δμν ; ϵ½aμ� ¼ 0: ð2Þ

Equation (2) encodes everything about the Lie group
structure of ISOð3; 1Þ in a perhaps unfamiliar, “dual”
form (see [51] for an introduction). The Hopf algebra
C½ISOð3; 1Þ� is completed by trivial commutation relations
of the form ½Λμ

ν;Λρ
σ� ¼ ½aμ; aν� ¼ ½aγ;Λμ

ν� ¼ 0. The
κ-Poincaré Hopf algebra Cκ½ISOð3; 1Þ� is a noncommuta-
tive deformation of the algebraic sector of C½ISOð3; 1Þ�:

½Λμ
ν;Λρ

σ� ¼ 0; ½aμ; aν� ¼ i
κ
ðvμaν − vνaμÞ;

½aγ;Λμ
ν� ¼

i
κ
½ðΛμ

αvα − vμÞΛγ
ν þ ðΛα

νgαβ − gνβÞvβgμγ�;
Λμ

αΛν
βgαβ ¼ gμν; Λρ

μΛσ
νgρσ ¼ gμν; ð3Þ

where gμν is assumed to be a symmetric invertible matrix
with signature (+,-,-,-) and inverse gμν.

Consider the usual transformation of coordinates

x0μ ¼ Λμ
νxν þ aμ: ð4Þ

This can be understood as a map ·0∶ A →
Cκ½ISOð3; 1Þ� ⊗ A, where we assume ½Λμ

ν; xρ� ¼
½aμ; xν� ¼ 0. Given the deformed algebra (3), it is easy
to verify that the κ-Minkowski commutators in Eq. (1) are
invariant, i.e., that the transformation is an algebra homo-
morphism: observers connected by such transformations all
agree on the commutation relations. As long as we deal
with single-particle coordinates, then, we can get a fully
relativistic theory out of three ingredients: a noncommu-
tative algebra of coordinates (1), its deformed symmetries
(3) and the usual transformation of coordinates under such
symmetries (4).

B. Braided tensor product algebra

As pointed out in [49], generalizing this construction
to more than one point (as required to discuss N-point
functions) is not straightforward. In the commutative case,
in fact, two-point functions belong to the tensor product of
two copies of the algebra of functions; however, the tensor
product algebra A ⊗ A does not respect the deformed
symmetries. Let us denote by 1 the identity of the algebra
A, A ⊗ A is generated by

½xμ1; xν1� ¼
i
κ
ðvμxν1 − vνxμ1Þ; ½xμ2; xν2� ¼

i
κ
ðvμxν2 − vνxμ2Þ;

½xμ1; xν2� ¼ ½xμ1; 1⊗
2 � ¼ ½xμ2; 1⊗

2 � ¼ 0; ð5Þ

where xμ1 and xμ2 are the coordinates of the first and second
point and 1⊗

2 ≡ 1 ⊗ 1 is the identity of A ⊗ A. The
coordinates xμ1;2 each close a copy of κ Minkowski, and
they commute with the identity and among each other.
Moreover, the natural transformation rule for xμ1;2 is

x0μ1 Λμ
νxν1 þ aμ; x0μ2 ¼ Λμ

νxν2 þ aμ: ð6Þ

We can immediately see that, because (3) is non-Abelian,
the commutators between the transformed coordinates of
the first and second point is different from zero:

½x0μ1 ; x0ν2 � ¼ ½Λμ
ρ; aν�ðxρ1 − xρ2Þ þ ½aμ; aν� ≠ 0: ð7Þ

Therefore the tensor product algebra A ⊗ A is not invari-
ant under the deformed symmetries.
A possible way out of this problem is to relax the

commutativity between x1 and x2, requiring that the
transformation in Eq. (6) leaves the commutator covariant:
½x0μ1 ; x0ν2 � ¼ ½xμ1; xν2�0. A similar concept has been used
in [52–57] to properly define QFT on the Moyal/canonical
spacetime. In [49], we proved that the only suitable form
for the commutator, which is also linear in the coordinates
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and vanishes in the commutative limit (vμ → 0), is the
following (from now on we choose units in which κ ¼ 1):

½xμ1; xν2� ¼ i½vμxν1 − vνxμ2 − gμνgρσvρðxσ1 − xσ2Þ�: ð8Þ

This can be immediately generalized to the case of N
points as

½xμa; xνb� ¼ i½vμxνa − vνxμb − gμνgρσvρðxσa − xσbÞ�;
a; b ¼ 1;…; N; ð9Þ

which for a ¼ b reduces to the usual κ-Minkowski com-
mutator. We call this the “braided-tensor product” algebra
and we indicate it with the symbol A⊗N

κ . If we now impose
the Jacobi identities, we ensure the associativity of the
algebra. These imply

½xμa; ½xνb; xρc� þ cyclic

¼ −gαβvαvβ½gνρðxμc − xμbÞ þ gρμðxνa − xνcÞ þ gμνðxρb − xρaÞ�
¼ 0; ð10Þ

which is only satisfied for gαβvαvβ ¼ 0, that is, when v is a
lightlike vector with respect to the metric g. This is called in
the literature a lightlike κ-Minkowski case [58–63].

C. Representation of the braided algebra

In [49], we found a Hermitian infinite-dimensional
representation for the braided algebra A⊗N

κ ; here we just
want to sketch the main steps of the derivation. First
of all, one should notice that coordinate differences,
Δxμab ≡ xμa − xμb, commute among each other:

½Δxμab;Δxνcd� ¼ 0; a; b; c; d ¼ 1;…; N and

μ; ν ¼ 0;…; 3: ð11Þ

Hence all the noncommutativity is collected by the center-
of-mass degrees of freedom:

xμcm ¼ 1

N

XN
a¼1

xμa: ð12Þ

We can then define the relative positions, yμa ¼ xμa − xμcm.
These are 4N commutative coordinates, of which only
4ðN − 1Þ are independent since we have the four con-
straints

P
N
a¼1 y

μ
a ¼ 0. In this basis, the braided algebra (9)

takes the form of a semidirect product algebra:

½yμa; yνb� ¼ 0; ½xμcm; xνcm� ¼ iðvμxνcm − vνxμcmÞ;
½xμcm; yνa� ¼ iðημνηρσvρyσa − vνyμaÞ: ð13Þ

The maximal Abelian subalgebra is 4ðN − 3Þ dimensional
and generated by the yμa together with the projection w of
xμcm along vμ:

w¼ gμνvμxνcm; ½w;yμa� ¼ 0; ½xμcm;w� ¼ ivμw: ð14Þ

Assuming, without loss of generality, gμν ¼ ημν ¼
diagf1;−1;−1;−1g and vμ ¼ ð1; 1; 0; 0Þ, we find that w ¼
x0cm − x1cm ¼ x−cm is the minus light cone coordinate of the
center of mass and, together with the yμas, it can be
represented as a multiplicative operator with a real spec-
trum. The other components of xμcm, the ones perpendicular
to vμ, xþcm ¼ x0cm þ x1cm; x2cm, and x3cm, are irreducibly
noncommutative and can be represented as a sum of
generators of Lorentz transformations of the N − 1 coor-
dinates yμa and the generator of dilations of the real line w:

xþcm ¼ 2M10 þ 2iw
∂

∂w
þ i; x2cm ¼ M12 −M02;

x3cm ¼ M13 −M03; ð15Þ

with Mμν ¼ i
P

N−1
a¼1 ðyμaηνρ ∂

∂yρa
− yνaημρ ∂

∂yρa
Þ.

The braided algebra also admits finite-dimensional
representations, but from the physical viewpoint it is not
clear in which sense they could provide a localization
procedure in the commutative limit vμ → 0. Moreover, no
finite-dimensional representation of a noncompact Lie
algebra like (13) is Hermitian, which challenges the
interpretation of the xμa operators as coordinates. For these
reasons, we will work with the representation in Eq. (15).

D. κ-Poincaré-invariant N-point functions

The most relevant result of [49] for QFT concerns the
κ-Poincaré invariance of N-point functions: these can only
depend upon coordinate differences and are therefore
commutative. This statement hugely simplifies the inter-
pretational framework of the theory, since, as in the
commutative case, all physical information is encoded in
a set of commutative N-point functions. Given the impor-
tance of this result, we reproduce here its proof. In the
commutative case, anN-point function fðxμaÞ can bewritten
as the N-dimensional Fourier transform of the function
f̃ðkaμÞ of momenta as

fðxμaÞ ¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞei
P

a
kaμx

μ
a : ð16Þ

In our scenario, plane waves are replaced by elements of the
(component connected to the identity of the) Lie group GN

κ

generated by the algebra A⊗N
κ [in the case of a single

coordinate, the group G1
κ has been identified in the literature

with the Lie group ANð3Þ in the (3þ 1)-dimensional
case [64], and with the affine group Affð1Þ in 1þ 1
dimensions]. Of course, given the noncommutativity (9),
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group elements can be written uniquely once we choose an
ordering prescription, i.e., a coordinate system on the group
manifold (which we identify with momentum space). All
physical predictions of the theory are independent of the
ordering choice. The theory we are describing is invariant
under general coordinate transformations of momentum
space. This has been illustrated quite explicitly in [49],
where all the main calculations are carried out with two
different ordering prescriptions and lead to the same result.
Let us choose, without loss of generality, the following
ordering:

eik
1
μx

μ
1…eik

N
μ x

μ
N ; ð17Þ

then, a Fourier transformable function can be written as

fðxμaÞ ¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞeik1μx
μ
1…eik

N
μ x

μ
N : ð18Þ

Notice that the form of f̃ðkaμÞ is not unique and depends
upon the ordering prescription. It is convenient to express
our plane waves in terms of center of mass coordinates:
eik

a
μx

μ
a ¼ eik

a
μðyμaþxμcmÞ ¼ eiq

a
μy

μ
aeik

a
μx

μ
cm . The last equality, with

qaμ being a certain function of kbν , is a consequence of the
Baker-Campbell-Hausdorff formula, given the form of the
commutators (13). The xμcm and yμa generators close two Lie
subalgebras Acm, BN ⊂ A⊗N

κ . The commutation relations
(13) give A⊗N

κ the structure of a semidirect product
Acm ⋉ BN . This, in turn, reflects into an action of the
Lie group associated to Acm on the one associated to BN :
eik

a
μx

μ
cmeiq

b
μy

μ
b ¼ eiðk

a
▹qbÞμyμbeikaμx

μ
cm , where the map ▹ is the left

action. Lastly, because Acm is a subalgebra, there exists an
associative deformed sum of momenta⊞∶ R4 × R4 → R4,
such that

eipμx
μ
cmeiqμx

μ
cm þ eiðp⊞qÞμxμcm : ð19Þ

We can now use these identities to rearrange Eq. (18):

fðxμaÞ ¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞeik1μx
μ
1…eik

N
μ x

μ
N

¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞeiq1μy
μ
1eiðk

1
▹q2Þμyμ2…

eiðk1⊞k2⊞…⊞kN−1Þ▹qNμ yμNeiðk
1⊞…⊞kNÞμxμcm : ð20Þ

If we transform our coordinates according to (6), then we
obtain

fðx0μa Þ ¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞeiq1μΛμ
νyν1eiðk

1
▹q2ÞμΛμ

νyν2…

eiðk1⊞k2…⊞kN−1Þ▹qNμ Λμ
νyνNeipμðΛμ

νxνcmþaμÞ;

where pμ ¼ ðk1⊞…⊞kNÞμ: ð21Þ

Let us focus on the last exponential, eipμðΛμ
νxνcmþaμÞ; from

Eq. (3) we see that the Λμ
ν close an Abelian subalgebra and

their commutators with aμ give a linear combination of aμ.
So, again, using Baker-Campbell-Hausdorff formula we
can write eiðk

1⊞…⊞kNÞμðΛμ
νxνcmþaμÞ ¼ eic

ν
μΛμ

νeiðk
1⊞…⊞kNÞρaρ ,

where cνμ ¼ cνμðxρcm; pσÞ are nonlinear functions of the
center-of-mass coordinates and the momentum pσ. The
only way to have fðx0μa Þ independent of aμ is then to set
f̃ðkaμÞ ∝ δ4ðpÞ ¼ δ4ðk1⊞…⊞kNÞ. If we use this condition
in Eq. (20), then we see that there is no dependence on the
center-of-mass coordinates.

E. Plane waves

From now on, we will focus on the (1þ 1)-dimensional
case. It is then convenient to write the braided algebra (9) in
terms of light cone coordinates x�a ¼ x0a � x1a:

½xþa ;xþb �¼2iðxþa −xþb Þ; ½xþa ;x−b �¼2ix−b ; ½x−a ;x−b �¼0

⇒ ½xþcm;x−cm�¼2ix−cm; ½xþcm;y�a �¼∓2iy�a ; ½x−cm;y�a �¼0:

ð22Þ

An ordering choice for single-coordinate plane waves is
with xþa to the right: Ea½k� ¼ eik−x

−
a eikþx

þ
a (as we said, no

physical quantity will depend on the ordering choice); such
plane waves are closed under Hermitian conjugation:

E†
a½k� ¼ Ea½SðkÞ�; SðkÞ ¼ ð−e2kþk−;−kþÞ; ð23Þ

where the map S∶ R2 → R2 is an involution called “anti-
pode.” The product between two plane waves of the same
point can be codified by a coproduct map ⊕ ∶ R2 ×R2 →
R2 as

Ea½k�Ea½q� ¼ Ea½k ⊕ q�;
k ⊕ q ¼ ðk− þ e−2kþq−; kþ ¼ qþÞ: ð24Þ

From the Lie group axioms it follows that

ðk⊕ qÞ⊕ p¼ k⊕ ðq⊕ pÞ≡ k⊕ q⊕ p;

k⊕ SðkÞ ¼ SðkÞ⊕ k¼ o;

Sðk⊕ qÞ ¼ SðkÞ⊕ SðqÞ; o⊕ k¼ k⊕ o¼ k: ð25Þ

Here o ¼ ð0; 0Þ are the coordinates of the origin of
momentum space, so that o is the neutral element for
the coproduct; moreover the identity of the algebra is the
plane wave of momentum o, Ea½o� ¼ 1.
As we saw, to ensure translational invariance, N-point

functions can only depend upon coordinate differences. If
we want to build κ-Poincaré invariant two-point plane
waves, then we need to consider products of different-point
plane waves E1½k� and E2½q�, which depend upon the
coordinate differences xμ1 − xμ2 only. In [49], we proved that
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this happens only for two possible products of plane waves,
plus their Hermitian conjugates:

E1½k�E†
2½k�; E†

1½k�E2½k�; E2½k�E†
1½k�; E†

2½k�E1½k�: ð26Þ

The explicit expressions for these two products are
given by

E1½k�E†
2½k� ¼ eiξ−ðx−1−x−2 Þeiξþðx

þ
1
−xþ

2
Þ;

E†
1½k�E2½k� ¼ eiχ−ðx−1−x−2 Þeiχþðx

þ
1
−xþ

2
Þ; ð27Þ

where

ξ− ¼ k−; ξþ ¼ e2kþ − 1

2
;

χ− ¼ e−2kþk−; χþ ¼ e−2kþ − 1

2
: ð28Þ

The expression for the Hermitian conjugate products can be
simply found by swapping the coordinates 1 and 2.
We notice that the functions ξ�ðk�Þ map R2 onto the

half-plane ξþ > − 1
2
[and the same is true for χ�ðk�Þ,

with χþ > − 1
2
]; as we will see, this condition has important

consequences that are the main motivations for the
present paper.

F. κ -Lorentz transformation of momenta exiting
momentum space

If we want to construct a κ-Poincaré invariant field
theory, then we need to know how plane-wave momenta
transform under the κ-Poincaré coaction on coordinates (6).
For this purpose, one evaluates the plane wave on the
transformed coordinates, E0

a½k�≡ eik−x
0−
a eikþx

0þ
a . This is

computed explicitly in [49]. The result is

E0
a½k� ¼ Ea½λðk;ΛÞ�a½k�; ð29Þ

where a½k� ¼ eik−a
−
eikþa

þ
is an ordered plane wave of the

translation parameters (with a� ¼ a0 � a1) and λ is a
nonlinear representation of the Lorentz group:

λ∶ R2 × SOð1; 1Þ → R2 such that

λðλðk;ΛÞ;Λ0Þ ¼ λðk;Λ · Λ0Þ;
λðk; δμνÞ ¼ k; λðo;ΛÞ ¼ o: ð30Þ

In 1þ 1 dimensions, λ depends only on the parameter ω,
i.e., the boost rapidity [Λ0

0 ¼Λ1
1 ¼ coshðωÞ;Λ1

0 ¼Λ0
1 ¼

sinhðωÞ], and it takes the following form:

λðk;ωÞ− ¼ e−ωk−;

λðk;ωÞþ ¼ 1

2
ln½1þ eωðe2kþ − 1Þ�: ð31Þ

Let us now recall the form of the momenta ξ� in terms of
k� given in Eq. (28); it is simple to verify that the nonlinear
transformations (31) act like usual linear Lorentz trans-
formations on ξ�:

ξ− → e−ωξ−; ξþ → eþωξþ: ð32Þ

This result could be obtained directly from the trans-
formation of the product E1½k�E†

2½k�:

E0
1½k�E0†

2 ½k� ¼ eiξ−ðx0−1 −x0−
2
Þeiξþðx

0þ
1
−x0þ

2
Þ

¼ eiξ−e
−ωðx−

1
−x−

2
Þeiξþeþωðxþ

1
−xþ

2
Þ; ð33Þ

because coordinate differences are insensitive to the trans-
lation part of the κ-Poincaré transformation. The momenta
ξ�, then, transform linearly and for a large enough boost we
can violate the boundary ξþ ¼ − 1

2
and “exit” momentum

space. In Eq. (31), this condition corresponds to the
argument of the logarithm becoming negative. This hap-
pens when

For kþ < 0 and eω >
1

1 − e2kþ
: ð34Þ

Even if we know how to impose κ-Poincaré invariance
under infinitesimal transformations, this result seems an
obstruction to building a theory that is invariant under
finite transformations. We will see that this fact is going
to preclude the definition of a consistent Pauli-Jordan
function.

G. Mass-shell and κ-Klein-Gordon equation

As noticed in [49], since the ξ� coordinates transform
linearly under κ Lorentz, an invariant metric for momentum
space is given by

ds2 ¼ dξ−dξþ ¼ e2kþdk−dkþ; ð35Þ

i.e., Minkowski’s metric written in light-cone coordinates.
Moreover any κ-Lorentz-invariant function can be expressed
in terms of the geodesic distance between the origin o ¼
ð0; 0Þ and the point ðξ−; ξþÞ as

C̃ðkÞ ¼ ξ−ξþ ¼ 1

2
k−ðe2kþ − 1Þ: ð36Þ

This function generalized the notion of mass to the
noncommutative case (and reduces to the usual special-
relativistic mass at low energies k� ≪ 1). On-shell plane
waves are defined by the constraint

C̃ðkÞ ¼ m2 ⇒ k− ¼ ωrðkþÞ ¼
2m2

e2kþ − 1
; ð37Þ
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positive (negative)-frequency mass shells correspond to
kþ > 0 (kþ < 0).
We now have all the ingredients to construct the classical

field theory of a Klein-Gordon complex scalar field ϕðxaÞ.
The “κ-Klein-Gordon” equation is written as

C ▹ ϕðxaÞ ¼ m2ϕðxaÞ; ð38Þ
where we introduced the operator C∶ A → A, which acts
in the following way on Fourier-transformable noncom-
mutative functions:

C ▹ ϕðxaÞ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ϕ̃ðkÞC̃ðkÞEa½k�

¼ m2ϕðxaÞ; ð39Þ

where
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞp ¼ 1

2
e2kþ . The generic solution to (39) is

ϕðxaÞ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
δðC̃ðkÞ −m2Þϕ̃ðkÞEa½k�;

¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p δðk− − ωrðkþÞÞ
1
2
je2kþ − 1j ϕ̃ðkÞEa½k�: ð40Þ

If we split the function ϕ̃ðkÞ into the two mass shells with
positive (kþ > 0) and negative (kþ < 0) frequencies,

ϕ̃ðkÞ ¼ aðkþÞΘðkþÞ þ b̄ð−kþÞΘð−kþÞ; ð41Þ

then Eq. (40) becomes

ϕðxaÞ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

je2kþ − 1j aðkþÞeaðkþÞ

þ
Z

0

−∞
dkþ

e2kþ

je2kþ − 1j b̄ð−kþÞeaðkþÞ; ð42Þ

with eaðkþÞ ¼ Ea½ωrðkþÞ; kþ� being on-shell plane waves.
One can easily prove that eað−kþÞ ¼ e†aðkþÞ and so our
scalar field is written as

ϕðxaÞ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1
ðaðkþÞeaðkþÞ

þ e−2kþ b̄ðkþÞe†aðkþÞÞ: ð43Þ

H. Two-point functions

Relying on all the previous results, we can write a two-
point function that is a κ-Poincaré invariant element of the
braided algebra A⊗2

κ that solves the κ-Klein-Gordon equa-
tion. As explained in Sec. I D, when we write an N-point
function in Fourier transform, we need to specify an
ordering prescription for different-point plane waves, i.e.,
EaðkÞ and EbðqÞ for a ≠ b (we stress again that no physical
quantity will be affected by such a prescription). We here
choose to put the coordinates of the second point to the

right. In principle, there are twoways to do so as two are the
translation-invariant two-point plane waves with this order-
ing: E1½k�E†

2½k� and E†
1½k�E2½k�. However, in [49] we proved

that the two expressions lead to identical results and we
here only focus on the first one:

Fðxμ1−xμ2Þ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E1½k�E†

2½k�fðkÞδðC̃ðkÞ−m2Þ;

¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E1½k�E†

2½k�fðkÞ
δðk−−ωrðkþÞÞ

1
2
je2kþ−1j ;

ð44Þ

where
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞp

makes the integral measure κ-Lorentz
invariant and fðkÞ is supposed to be a Lorentz-invariant
function of the momenta. As in the commutative case, we
can assume fðkÞ to be constant on the forward and
backward light cones in momentum space:

fðkÞ ¼ f−Θð−kþÞ þ fþΘðkþÞ; ð45Þ

where of course f− and fþ are constants. Such functions
are κ-Lorentz invariant because, as we can see from
Eq. (31), κ-Lorentz transformations do not change the sign
of kþ. We recall that our two-point function, however,
cannot be invariant under finite boosts unless f− ¼ 0, since
the backwards light cone is not closed under κ-Lorentz
transformations. If, in fact, we plug the expression (45) into
Eq. (44), then we find, for the two-point function (restoring
κ for the rest of the section),

Fðxμ1 − xμ2Þ ¼
1

2
fþ

Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p
× e2ið

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ

þ 1

2
f−

Z
m sinhðlnð κ

2mÞÞ

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p
× e−2ið

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ: ð46Þ

The interested reader can find the explicit calculation in [49],
or inAppendixD.The first integral in (46) is the undeformed,
commutative, two-point function, while the second one is
clearly a non-Lorentz invariant because of the integration
boundary κ

4
− m2

κ ¼ m sinhðlnð κ
2mÞÞ. This issue does not affect

the definition of the Wightman function, which is the
positive-frequency part of the two-point function:

ΔWðxμ1−xμ2Þ¼
Z
d2k

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E1½k�E†

2½k�ΘðkþÞδðC̃ðkÞ−m2Þ;

¼
Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p e2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ:

ð47Þ
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However, the non-Lorentz-invariant term in (46) prevents
the construction of the Pauli-Jordan function, i.e., the
anti-Hermitian part of ΔW . In fact, there is no way to
write

Δ†
Wðxμ1 − xμ2Þ ¼

Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p
× e−2ið

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ ð48Þ

in terms of our plane waves when the xμ2 coordinates are
put to the right. One could be tempted to write as a
workaround

Δ†
W ¼

Z
d2k

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E2½k�E†

1½k�ΘðkþÞδðC̃ðkÞ −m2Þ

¼
Z þ∞

0

dkþ
e
2kþ
κ

e
2kþ
κ − 1

e2ðkþÞe†1ðkþÞ; ð49Þ

however, as we will prove, we can reorder xμ1 and xμ2 in the
product e2ðkþÞe†1ðkþÞ as

e2ðkþÞe†1ðkþÞ ¼ e1

�
1

2
lnð2 − e

2kþ
κ Þ

�
e2

�
−
1

2
lnð2 − e

2kþ
κ Þ

�
:

ð50Þ
Clearly this can only hold for kþ < κ

2
lnð2Þ. The integral in

Eq. (49) can thus be divided as follows:

Δ†
W ¼

Z κ
2
lnð2Þ

0

dkþ
e
2kþ
κ

e
2kþ
κ − 1

e1

�
lnð2 − e

2kþ
κ Þ

2

�
e2

�
−
lnð2 − e

2kþ
κ Þ

2

�
þ
Z þ∞

κ
2
lnð2Þ

dkþ
e
2kþ
κ

e
2kþ
κ − 1

e2ðkþÞe†1ðkþÞ;

¼ 1

2

Z κ
4
−m2

κ

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ þ

Z þ∞

κ
2
lnð2Þ

dkþ
e
2kþ
κ

e
2kþ
κ − 1

e2ðkþÞe†1ðkþÞ: ð51Þ

In the second term above, the plane waves in the product
e2ðkþÞe†1ðkþÞ are calculated at suchmomenta (kþ ≥ κ

2
lnð2Þ)

that there is no way to write them as a product of the form
e1ðpÞe2ðqÞ. In other terms, there is no element of the
group GN

κ that corresponds to the algebraic expression
e2ðkþÞe†1ðkþÞ appearing in the last line of (51). As we will
shownow, this actually holds only for the elements ofGN

κ that
can be expressed as an exponential with the prescribed
ordering, i.e., the component of GN

κ that is connected to the
identity. The way out of this impasse is to bring into the
picture the other connected components of the group.

II. NEW-TYPE PLANE WAVES

We proved that, already at the classical level, we do not
have enough ingredients to construct a field theory on κ
Minkowski. More specifically, we are not able to write the
Pauli-Jordan function for our theory because of the presence
of a non-Lorentz-invariant boundary of momentum space.
This issue was known, in one form or the other, for quite
some time in the κ-Minkowski/noncommutative geometry
literature [38,65,66]. In some cases, it has been interpreted as
an outright breaking of Lorentz symmetry [38], and various
mechanisms have been proposed to circumvent it [39,47,67]
(notice however that all of the cited papers are concernedwith
the timelikeversion of the κ-Minkowski algebra,vμvμ < 0 in
our notation). Of particular interest for us is the recent [67],
which proposes to extend momentum space beyond the
border of the coordinate patch that is needed to parametrize
plane waves (i.e., the component of the G1

κ Lie group that is

connected to the identity). They then consider a certain
element of the κ-Minkowski algebra that acts like a certain
reflection matrix in a certain finite-dimensional representa-
tion ofA1 and sends ordinary planewaves into elements of a
component of G1

κ that is not connected to the identity. This
component of the group acts like a “second” momentum
space, which is coordinatized by momenta with a constant
imaginary part. This interesting observation inspired us to
studywithmore attentionwhat happenswhen a planewave is
pushed by a κ-Lorentz boost through the boundary ξþ ¼
−1=2 of momentum space.
Let us recall how momenta transform under κ-Lorentz

transformations:

λðk;ωÞ− ¼ e−ωk−;

λðk;ωÞþ ¼ 1

2
ln½1þ eωðe2kþ − 1Þ�: ð52Þ

For kþ < 0 and eω > 1
1−e2kþ , the argument of the logarithm

in λðk;ωÞþ becomes negative. In this case the logarithm,
considered as a complex function, becomes multivalued

1The representation used in [67] is one of the finite-dimen-
sional representations mentioned at the end of Sec. I C. These
representations cannot be Hermitian (the representation of the
associated noncompact Lie group cannot be unitary). The algebra
element that realizes the reflection transformation acts in a
different way in different representations. In particular, it is
idempotent in the representation of [67], while it behaves
differently in other representations. In our case, we have good
physical reasons to refer to the Hermitian, infinite-dimensional
representation (see Sec. I C).
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with infinite branches spaced at an (imaginary) distance π
from each other. In formulas,

λðk;ωÞþ ¼ 1

2
ln½eωð1 − e2kþÞ − 1� þ i

π

2
þ niπ: ð53Þ

Here n is an arbitrary (integer) branch number. Plane waves
transform accordingly:

Ea½k� → Ea

�
e−ωk−;

1

2
ln½eωð1 − e2kþÞ − 1�

�
e−nπx

þ
a ; ð54Þ

where we introduced a new type of “plane waves”

Ea½q�≡ Ea½q�e−π
2
xþa ¼ eiq−x

−
a eiðqþþiπ

2
Þxþa ; ð55Þ

which, having a complex phase, look like exponentially
damped waves. As we said, these plane waves are elements
of the algebra A (they can be written as a power series of
the algebra generators), but they are not obtained from the
standard exponential map of the generators. To parametrize
all new-type plane waves of the form (55), we need a
coordinate patch ðq−; qþÞ ∈ R2. As we will discuss in
Sec. II A, this coordinate patch covers exactly the “part” of
Minkowski space that is not covered by ordinary plane-
wave momenta, thereby restoring the closure of momentum
space under Lorentz transformations. We will prove that
using these new-type plane waves together with the
ordinary ones, we can write the Hermitian of the
Wightman function (47) and construct the Pauli-Jordan
one. We will further prove that no two-point function
depends on the choice of the branch number n, so we can
define them uniquely.
As we remarked in Sec. I C, we take the representation

(15) to be the definition of our noncommutative coordi-
nates. In 1þ 1 dimensions, said representation simplifies to

x̂þcm ¼ 2ix−cm
∂

∂x−cm
þ iþ 2i

XN−1

a¼1

�
yþa

∂

∂yþa
− y−a

∂

∂y−a

�
;

x̂−cm ¼ x−cm; ŷþa ¼ yþa ; ŷ−a ¼ y−a ; ð56Þ

so that

eiαx̂
þ
cmfðx−cm;yþa ;y−a Þ¼ e−αfðe−2αx−cm;e2αyþa ;e−2αy−a Þ: ð57Þ

We now want to apply these results to the new operators
e−nπx

þ
a and e−

π
2
xþa , appearing in Eqs. (54) and (55). First of

all, to isolate the xþcm coordinate we can use a relation
derived in [49]:

eikþx
þ
a ¼ eikþðx

þ
cmþyþa Þ ¼ eiðe

2kþ−1
2

Þyþa eikþx
þ
cm : ð58Þ

So, for any value of yþa , we have e−nπx
þ
a ¼ e−nπx

þ
cm ,

therefore

e−nπx
þ
a fðx−cm;yþa ;y−a Þ¼ e−inπfðe−2inπx−cm;e2inπyþa ;e−2inπy−a Þ

¼ ð−1Þnfðx−cm;yþa ;y−a Þ: ð59Þ

The operator e−nπx
þ
a is trivial—it simply acts as a phase. We

will discuss the role of the ð−1Þn in Appendix C, where it is
shown that all terms of the kind ð−1Þn that appear in our
calculations can only have even n and are therefore equal
to one.
The operator e−

π
2
xþa in (55) can be written as e−

π
2
xþa ¼

e−iy
þ
a e−

π
2
xþcm and it acts as a reflection times a yþa -dependent

phase:

e−
π
2
x̂þa fðx−cm; yþa ; y−a Þ ¼ e−iy

þ
a e−i

π
2fðe−iπx−cm; eiπyþa ; e−iπy−a Þ

¼ ie−iy
þ
a fð−x−cm;−yþa ;−y−a Þ: ð60Þ

This is the operator that, when multiplied by an ordinary
plane wave Ea½k�, turns it into a new-type plane wave Ea½k�.

A. Two-point new-type plane waves

Equipped with our new-type plane waves Ea½q�≡
Ea½q�e−π

2
xþa , we can briefly retrace the steps of the analysis

of [49], highlighting similarities and differences. When we
now write a function of N points in Fourier transform, we
decompose it in “usual” Fourier modes (corresponding to
ordinary plane waves) plus “new” Fourier modes (clearly
corresponding to new-type plane waves), so that it can be
invariant under finite κ-Lorentz transformations:

fðxμaÞ ¼
Z

d4k1…d4kNf̃ðkaμÞE1½k1�…EN ½kN �

þ
Z

d4q1…d4qNf̆ðqaμÞE1½k1�…EN ½kN �: ð61Þ

In the second integral, we are essentially shifting the kþ of
ordinary plane waves by a factor of iπ=2. This clearly does
not affect the results of Sec. I D:N-point functions can only
depend on coordinate differences. We need to understand
which products involving new-type plane waves satisfy this
request. There are three possibilities to consider:

E1½k�E2½q�; E1½k�E2½q�; E1½k�E2½q�; ð62Þ

but they all reduce either to the ordinary products in
Eq. (27) or to

E1½ðk−; kþ þ iπ=2Þ�E†
2½ðk−; kþ þ iπ=2Þ�

¼ E1½k�E†
2½k� ¼ eiη−ðx−1−x−2 Þeiηþðx

þ
1
−xþ

2
Þ;

E†
1½ðk−; kþ þ iπ=2Þ�E2½ðk−; kþ þ iπ=2Þ�
¼ E†

1½k�E2½k� ¼ eiρ−ðx−1−x−2 Þeiρþðx
þ
1
−xþ

2
Þ; ð63Þ

where
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η− ¼ k−; ηþ ¼ −
e2kþ þ 1

2
;

ρ− ¼ e2kþk−; ρþ ¼ −
e−2kþ þ 1

2
: ð64Þ

The calculations for the first product are reported in detail
in Appendix A and one can proceed analogously for the
other two products.
In order to better understand the meaning of the

coordinates η� introduced in (63), we want to determine
how new-type plane waves transform under the κ-Poincaré
model. Recall that Ea½k� ¼ Ea½kμ þ i π

2
δþμ � and E0

a½k� ¼
Ea½e−ωk−; 12 ln½1þ eωðe2kþ − 1Þ��a½k�. This result only
relies on the transformation rule (6) and on the algebra
(22) and it holds true for any value of kþ, real or complex.
For this reason, new-type plane waves transform as follows:

E0
a½k� ¼ Ea½λ�ðk;ωÞ�a½k�e−π

2
aþ ;

λ�ðk;ωÞ ¼
�
e−ωk−;

1

2
ln½eωðe2kþ þ 1Þ − 1�

�
: ð65Þ

We notice that for both positive and negative values of kþ,
if eω < 1

e2kþþ1
, then the argument of the logarithm becomes

negative and new-type plane waves transform into ordinary
ones. Now, using Eq. (65), we can simply verify that the η�
are linear coordinates on momentum space, i.e., they
transform linearly under the κ-Poincaré model, just like
the ξ� of Eq. (28). We also notice that ηþ < −1=2. As
expected, new-type plane waves cover the second half of
momentum space.
To determine how the on-shell condition reads for our

new-type plane waves we can proceed as in Sec. I G. The
κ-invariant line element for the second half of momentum
space is given by

ds2 ¼ dη−dηþ ¼ −e2kþdk−dkþ: ð66Þ

We notice that the determinant of the metric is the same as
in the first half of momentum space:

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞp ¼ e2kþ=2.

We then have the following deformed mass:

C̆ðkÞ ¼ η−ηþ ¼ −
1

2
k−ðe2kþ þ 1Þ: ð67Þ

This is essentially the same as C̃ in Eq. (36), apart from
having sent kþ → kþ þ iπ=2. On-shell new-type plane
waves, then, take the form

ϵaðkþÞ ¼ Ea½kþ;ΩrðkþÞ�; where ΩrðkþÞ ¼ −
2m2

e2kþ þ 1
:

ð68Þ

B. κ-Klein-Gordon equation

Let us consider again the κ-Klein-Gordon equation (38),
given that now we decompose the field ϕðxaÞ both in
“usual” and “new” Fourier modes. As we saw, different
halves of momentum space have a different expression for
the Casimir: if fðxaÞ is a Fourier-transformable function,

fðxaÞ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ðf̃ðkÞEa½k� þ f̆ðkÞEa½k�Þ; ð69Þ

we extend the action of the Casimir operator C onto the
new-type plane waves as follows:

C⊳fðxaÞ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p

× ðf̃ðkÞC̃ðkÞEa½k� þ f̆ðkÞC̆ðkÞEa½k�Þ: ð70Þ

The solution to the κ-Klein-Gordon equation can be
written as

ϕðxaÞ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ðδðC̃ðkÞ −m2Þϕ̃ðkÞEa½k�

þ δðC̆ðkÞ −m2Þϕ̆ðkÞEa½k�Þ;

¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
2

�
δðk− − ωrðkþÞÞ

je2kþ − 1j ϕ̃ðkÞEa½k�

þ δðk− −ΩrðkþÞÞ
je2kþ þ 1j ϕ̆ðkÞEa½k�

�
: ð71Þ

We can now split ϕ̃ðkÞ e ϕ̆ðkÞ in positive and negative
frequency modes:

ϕ̃ðkÞ¼aðkþÞθðkþÞþb�ð−kþÞθð−kþÞ;
ϕ̆ðkÞ¼αðkþÞθðkþÞþβ�ð−kþÞθð−kþÞ⇒

ϕðxaÞ¼
Z þ∞

0

dkþe2kþ
�
aðkþÞeaðkþÞ

e2kþ−1
þαðkþÞϵaðkþÞ

e2kþ þ1

�

þ
Z

0

−∞
dkþe2kþ

�
b�ð−kþÞeaðkþÞ

1−e2kþ
þβ�ð−kþÞϵaðkþÞ

e2kþ þ1

�
;

ð72Þ

where we recall that eaðkþÞ¼Ea½ωrðkþÞ;kþ� and ϵaðkþÞ ¼
Ea½ΩrðkþÞ; kþ�. As we know, eað−kþÞ ¼ e†aðkþÞ and the
same is true for ϵað−kþÞ (see Appendix B).
Sending kþ → −kþ in the second integral, we find

ϕðxaÞ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1

× ðaðkþÞeaðkþÞ þ e−2kþb�ðkþÞe†aðkþÞÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ þ 1

× ðαðkþÞϵaðkþÞ þ e−2kþβ�ðkþÞϵ†aðkþÞÞ: ð73Þ
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Before discussing two-point functions, we report a
useful relation on how to commute on-shell plane waves
of different points (the derivation can be found in
Appendix C):

E1½k�E2½q� ¼ E2

�
1

2
lnðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þ; e−2kþq−

�

E1

�
kþ þ qþ −

1

2
lnðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þ;

ðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þk−
�
: ð74Þ

Here, k and q can be any complex numbers, so that the
result applies also to new-type plane waves. One can
simply verify that if we commute two on-shell plane
waves, we obtain again on-shell plane waves.

C. Pauli-Jordan function

We can now extend the two-point function of Sec. I H,
using the new-type plane waves of Eq. (63):

Δðx1 − x2Þ ¼ Fðx1 − x2Þ þHðx1 − x2Þ;

Fðx1 − x2Þ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E1½k�E†

2½k�fðkÞδðC̃ðkÞ−m2Þ;

Hðx1 − x2Þ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
E1½k�E†

2½k�hðkÞδðC̆ðkÞ−m2Þ:

ð75Þ

As we did for fðkÞ in Sec. I H, we can assume hðkÞ to be
constant on the forward and backward light cones:

hðkÞ ¼ h−Θð−kþÞ þ hþΘðkþÞ: ð76Þ

Under this condition (and restoring κ), Hðx1 − x2Þ sim-
plifies to

Hðx1 − x2Þ ¼
1

2
h−

Z
m sinhðlnð κmÞÞ

m sinhðlnð κ
2mÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p
× e−2i½

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
Þ�

þ 1

2
hþ

Z þ∞

m sinhðlnð κmÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p
× e−2i½

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
Þ�: ð77Þ

The calculation is reported in Appendix D, where we also
comment on the possibility to use the other invariant two-
point plane waves, like E†

1½k�E2½k� and E†
1½k�E2½k�, which

turns out to be redundant. We immediately notice that, for
h− ¼ hþ, we get an integral that is complementary to the
second integral of (46). If we put fþ ¼ 2A and
h− ¼ hþ ¼ f− ¼ 2B, the two-point function becomes
the same as in the commutative case:

Δðx1 − x2Þ ¼ A
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ΘðkþÞδðC̃½k� −m2ÞE1½k�E†

2½k�

þ B
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ðΘð−kþÞδðC̃½k� −m2ÞE1½k�E†

2½k� þ δðC̆½k� −m2ÞE1½k�E†
2½k�Þ

¼ A
Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e2i½
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
Þ� þ B

Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2i½
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
Þ�: ð78Þ

The choice A ¼ 1 and B ¼ 0 corresponds to the
Wightman function ΔW defined in Eq. (47). We can now
write the Pauli-Jordan function as its anti-Hermitian part:

ΔPJ ¼
Z

d2k
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
−gðkÞ

p
ΘðkþÞδðC̃½k�−m2Þ

× ðE1½k�E†
2½k�−E2½k�E†

1½k�Þ

¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1
ðe1ðkþÞe†2ðkþÞ− e2ðkþÞe†1ðkþÞÞ:

ð79Þ
Using the property (74) and as anticipated in Eq. (50), in

the region kþ ∈ �0; 1
2
lnð2Þ½, we can write

e2ðkþÞe†1ðkþÞ ¼ e1

�
1

2
lnð2− e2kþÞ

�
e2

�
−
1

2
lnð2− e2kþÞ

�
:

ð80Þ
We define, for this region, the change of variables k0þ ¼
1
2
lnð2 − e2kþÞ; k0þ ∈ � −∞; 0½. Analogously, in the region

kþ > 1
2
lnð2Þ, if we commute e2ðkþÞe†1ðkþÞ, we obtain a

product of new-type plane waves:

e2ðkþÞe†1ðkþÞ¼−ϵ1
�
1

2
lnðe2kþ −2Þ

�
ϵ2

�
−
1

2
lnðe2kþ −2Þ

�
:

ð81Þ
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We can define the change of variables k00þ ¼
1
2
lnðe2kþ − 2Þ, but this time k00þ ∈ � −∞;þ∞½. So if we

perform these changes of variables in the integral (79) and
we send k00þ → −k00þ in the integral between −∞ and 0, then
the Pauli-Jordan function simplifies to

ΔPJðx1 − x2Þ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1
e1ðkþÞe†2ðkþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ
1

e2kþ − 1
e†1ðkþÞe2ðkþÞ

þ −
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ þ 1
ϵ1ðkþÞϵ†2ðkþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ
1

e2kþ þ 1
ϵ†1ðkþÞϵ2ðkþÞ; ð82Þ

which corresponds to the choice A ¼ −B ¼ 1 in the two-
point function (78). As we expected, having extended
momentum space beyond its non-Lorentz-invariant boun-
dary, we are now able to write the Pauli-Jordan function of
our theory. In particular, the algebraic expression
e2ðkþÞe†1ðkþÞ, in the region kþ > 1

2
lnð2Þ, corresponds to

an element of G2
κ that can be obtained through multiplica-

tion by the reflection operator e−
π
2
xþa . This element, there-

fore, does not belong to the component of G2
κ connected to

the identity, and it is parametrized by our new-type plane
waves with the chosen ordering (xþ2 to the right).

III. FIELD QUANTIZATION

The Pauli-Jordan function (82) can be used to define a
quantization as follows:

½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼ iΔPJðx1 − x2Þ;
½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂ðx2Þ� ¼ ½ϕ̂†ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼ 0: ð83Þ

In the commutative case, such a quantization maps a
classical field ϕ ∈ C½Minkowski� to a quantum field ϕ̂
that is an operator-valued function of Minkowski space-
time. In our noncommutative case, the quantization is a
map from the algebra A to the tensor product between A
and the algebra of operators on a Hilbert space H:

A → A ⊗ Op½H�: ð84Þ

This means that the quantized fields ϕ̂ðxaÞ are those
given in (73), in which, however, the Fourier coefficients of
on-shell plane waves are promoted to operators, which
commute with the xa:

ϕ̂ðxaÞ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1

× ðâðkþÞeaðkþÞ þ e−2kþ b̂†ðkþÞe†aðkþÞÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ þ 1

× ðα̂ðkþÞϵaðkþÞ þ e−2kþ β̂†ðkþÞϵ†aðkþÞÞ: ð85Þ

The Hermitian conjugate fields will be

ϕ̂†ðxaÞ ¼
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ − 1

× ðâ†ðkþÞe†aðkþÞ þ e−2kþ b̂ðkþÞeaðkþÞÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ
e2kþ

e2kþ þ 1

× ðα̂†ðkþÞϵ†aðkþÞ þ e−2kþ β̂ðkþÞϵaðkþÞÞ: ð86Þ

In Appendix E we show how to deduce the algebra of these
Fourier coefficients from the commutation relations (83).
Here we report the final results of the calculation. There are
36 independent commutation relations between the eight
annihilation and creation operators â, b̂, α̂, β̂, â†, b̂†, α̂†, and
β̂†. Moreover, the form of the commutation relations might
depend on the values of the (on-shell) momenta at which
we are evaluating the two operators. Let us call kþ the

FIG. 1. The products of the forms âðkþÞâ†ðqþÞ, âðkþÞb̂†ðqþÞ,
and b̂ðkþÞâ†ðqþÞ take different forms in the different regions
shown here. These regions correspond to the following integrals

in Appendix E: 1A → IðiÞ2 , 1B → JðiÞ2 , 1C → JðiÞ6 , 1D → JðiÞ8 ,

and 1E → JðiÞ4 .
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momentum of the operator on the left and qþ the other one.
The form of the commutation relations will depend on
which region of the quadrant ðkþ; qþÞ ∈ R2þ we are
considering. The 36 commutation relations divide into
eight groups, which partition the ðkþ; qþÞ quadrant in
different ways.

A. Products of the form âðk+ Þâ†ðq+ Þ,
âðk+ Þb̂†ðq+ Þ, and b̂ðk+ Þâ†ðq+ Þ

The commutation relations that involve these products
take five different forms, according to the region of R2þ to
which the two momenta kþ and qþ belong. The five regions
are represented in Fig. 1.

(1) Region 1A: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ �0;− 1
2
lnð1 − e−2kþÞ½

âðkþÞâ†ðqþÞ −
1

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ â
†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��
â

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��

¼ iδðqþ − kþÞ
ðe2kþ − 1Þ

e2kþ
;

âðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��
â

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��
;

b̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðkþþqþÞ

��
: ð87Þ

(2) Region 1B: kþ ∈ �0; 1
2
lnð3Þ½ and qþ ∈ � − 1

2
lnð1 − e−2kþÞ;− 1

2
lnð1−e−2kþ

2
Þ½ and for kþ ∈ � 1

2
lnð3Þ;þ∞½ and qþ ∈ �−

1
2
lnð1 − e−2kþÞ;− 1

2
lnð1 − 2e−2kþÞ½

âðkþÞâ†ðqþÞ þ
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ
α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��

¼ iδðqþ − kþÞ
ðe2kþ − 1Þ

e2kþ
;

âðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ −β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
;

b̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ −α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
: ð88Þ

(3) Region 1C: kþ ∈ �0; 1
2
lnð2Þ½ and qþ ∈ � − 1

2
lnð1−e−2kþ

2
Þ;þ∞½ and for kþ ∈ � 1

2
lnð2Þ; 1

2
lnð3Þ½ and qþ ∈ � − 1

2
lnð1−e−2kþ

2
Þ;

− 1
2
lnð1 − 2e−2kþÞ½

âðkþÞâ†ðqþÞþ
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ
α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
¼ 0;

âðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ −β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
;

b̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ −α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
: ð89Þ
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(4) Region 1D: kþ ∈ � 1
2
lnð2Þ; 1

2
lnð3Þ½ and qþ ∈ � − 1

2
lnð1 − 2e−2kþÞ;þ∞½ and for kþ ∈ � 1

2
lnð3Þ;þ∞½ and

qþ ∈ � − 1
2
lnðð1−e−2kþ

2
Þ;þ∞½

âðkþÞâ†ðqþÞ þ
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ
β̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��

¼ iδðqþ − kþÞ
e2kþ − 1

e2kþ
;

âðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ −α̂
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
;

b̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ −β̂
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
: ð90Þ

(5) Region 1E: kþ ∈ � 1
2
lnð3Þ;þ∞½ and qþ ∈ � − 1

2
lnð1 − 2e−2kþÞ;− 1

2
lnð1−e−2kþ

2
Þ½

âðkþÞâ†ðqþÞ þ
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ
β̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
¼ 0;

âðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ −α̂
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
;

b̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ −β̂
�
−
1

2
ln
�

e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln
�

e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
: ð91Þ

B. Products of the form âðk+ Þα̂†ðq+ Þ, âðk+ Þβ̂†ðq+ Þ, and b̂ðk+ Þα̂†ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take two different forms, according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The two regions are represented in Fig. 2.

FIG. 2. Regions of the products of the form âðkþÞα̂†ðqþÞ, âðkþÞβ̂†ðqþÞ, and b̂ðkþÞα̂†ðqþÞ. Corresponding integrals in Appendix E:

2A → HðiÞ
6 and 2B → HðiÞ

8 .
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(1) Region 2A: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ �0;− 1
2
lnð1þe−2qþ

2
Þ½

âðkþÞα̂†ðqþÞ ¼
1

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ
α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
;

âðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
;

b̂ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
â†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
: ð92Þ

(2) Region 2B: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � − 1
2
lnð1þe−2qþ

2
Þ;þ∞½

âðkþÞα̂†ðqþÞ ¼
1

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ
β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
;

âðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
;

b̂ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2qþ

��
â†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
: ð93Þ

C. Products of the form b̂†ðk+ Þα̂†ðq+ Þ, b̂†ðk+ Þβ̂†ðq+ Þ, and â†ðk+ Þα̂†ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take three different forms, according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The three regions are represented in Fig. 3.

FIG. 3. Regions of the products of the form b̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ, b̂†ðkþÞβ̂†ðqþÞ, and â†ðkþÞα̂†ðqþÞ. Corresponding integrals in

Appendix E: 3A → HðiÞ
2 , 3B → HðiÞ

10 , and 3C → HðiÞ
14 .
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(1) Region 3A: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ �0; 1
2
lnðe−2qþ þ 1Þ½

b̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼
e2kþ

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ α̂
†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
â

�
1

2
ln

�
1

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
;

b̂†ðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ β̂†
�
1

2
ln
�

e2ðqþþkþÞ

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
â
�
1

2
ln
�

1

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
;

â†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ α̂†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
b̂

�
1

2
ln

�
1

1þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
: ð94Þ

(2) Region 3B: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � 1
2
lnðe−2qþ þ 1Þ; 1

2
lnð2e−2qþ þ 1Þ½

b̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼
e2kþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ − 1
â†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
α̂

�
1

2
ln

�
1

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
;

b̂†ðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln
�

e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
α̂

�
1

2
ln
�

1

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
;

â†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
β̂

�
1

2
ln

�
1

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − 1

��
: ð95Þ

(3) Region 3C: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � 1
2
lnð2e−2qþ þ 1Þ;þ∞½

b̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼
e2kþ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1
â†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1

��
β̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1�

�
;

b̂†ðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1

��
β̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1�

�
;

â†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1

��
α̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ − 1�

�
: ð96Þ

D. Products of the form b̂†ðk+ Þβ̂ðq+ Þ, b̂†ðk+ Þα̂ðq+ Þ, and â†ðk+ Þβ̂ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take four different forms, according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The four regions are represented in Fig. 4.
(1) Region 4A: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ �0; 1

2
lnðe2qþþ1

2
Þ½

b̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼
e2ðkþþqþÞ

e2qþ þ 1 − e2kþ
β̂

�
1

2
ln
�
e2qþ þ 1 − e2kþ

e2kþ

��
â
�
1

2
ln
�

e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
;

b̂†ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ 1 − e2kþ

e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
;

â†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ β̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ 1 − e2kþ

e2kþ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
: ð97Þ

(2) Region 4B: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � 1
2
lnðe2qþþ1

2
Þ; 1

2
lnðe2qþ þ 1Þ½

b̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼
e2ðkþþqþÞ

e2qþ þ 1 − e2kþ
α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
;

b̂†ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
;

â†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ 1 − e2kþ

��
: ð98Þ
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(3) Region 4C: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � 1
2
lnðe2qþ þ 1Þ; 1

2
lnð2e2qþ þ 1Þ½

b̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼
e2ðkþþqþÞ

e2kþ − 1 − e2qþ
â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
;

b̂†ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
;

â†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln
�

e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln
�

e2qþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
: ð99Þ

(4) Region 4D: qþ ∈ �0;þ∞½ and kþ ∈ � 1
2
lnð2e2qþ þ 1Þ;þ∞½

b̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼
e2ðkþþqþÞ

e2kþ − 1 − e2qþ
â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ − 1 − e2qþ

e2qþ

��
;

b̂†ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ − 1 − e2qþ

e2qþ

��
;

â†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ − 1 − e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ − 1 − e2qþ

e2qþ

��
: ð100Þ

E. Products of the form α̂ðk+ Þâ†ðq+ Þ, α̂ðk+ Þb̂†ðq+ Þ, and β̂ðk+ Þâ†ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take two different forms according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The two regions are represented in Fig. 5.

FIG. 4. Regions of the products of the form b̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ, b̂†ðkþÞα̂ðqþÞ, and â†ðkþÞβ̂ðqþÞ. Corresponding integrals in Appendix E:

4A → HðiÞ
4 , 4B → HðiÞ

2 , 4C → HðiÞ
10 , and 4D → HðiÞ
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(1) Region 5A: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ �0;− 1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ½

α̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼
1

e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − e2kþ
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

��
;

α̂ðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ â

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

��
;

β̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

��
: ð101Þ

(2) Region 5B: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � − 1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ;þ∞½

α̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼
1

e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − e2kþ
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ−q

e2kþ

��
;

α̂ðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ â

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ−q

e2kþ

��
;

β̂ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ

e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2ðkþþqþÞ − e2kþ−q

e2kþ

��
: ð102Þ

F. Products of the form α̂ðk+ Þb̂ðq+ Þ, α̂ðk+ Þâðq+ Þ, and β̂ðk+ Þb̂ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take three different forms, according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The three regions are represented in Fig. 6.

FIG. 5. Regions of the products of the form α̂ðkþÞâ†ðqþÞ, α̂ðkþÞb̂†ðqþÞ, and β̂ðkþÞâ†ðqþÞ. Corresponding integrals in Appendix E:

5A → HðiÞ
12 and 5B → HðiÞ
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(1) Region 6A: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ �0; 1
2
lnðe−2kþ þ 1Þ½

α̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2qþ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ â
†
�
1

2
ln

�
1

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
;

α̂ðkþÞâðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
1

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
;

β̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
1

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
: ð103Þ

(2) Region 6B: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � 1
2
lnðe−2kþ þ 1Þ; 1

2
lnð2e−2kþ þ 1Þ½

α̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − 1 − e2kþ
α̂†
�
1

2
ln

�
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
â

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
;

α̂ðkþÞâðqþÞ ¼ β̂†
�
1

2
ln

�
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
â

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
;

β̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ α̂†
�
1

2
ln

�
1

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
: ð104Þ

(3) Region 6C: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � 1
2
lnð2e−2kþ þ 1Þ;þ∞½

α̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − 1 − e2kþ
β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
;

α̂ðkþÞâðqþÞ ¼ α̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â
�
1

2
ln
�

e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
;

β̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
: ð105Þ

FIG. 6. Regions of the products of the form α̂ðkþÞb̂ðqþÞ, α̂ðkþÞâðqþÞ, and β̂ðkþÞb̂ðqþÞ. Corresponding integrals in Appendix E:

6A → HðiÞ
10 , 6B → HðiÞ

2 , and 6C → HðiÞ
4 .
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G. Products of the form β̂†ðk+ Þb̂ðq+ Þ, β̂†ðk+ Þâðq+ Þ, and α̂†ðk+ Þb̂ðq+ Þ
The commutation relations that involve these products take four different forms, according to the region of R2þ to which

the two momenta kþ and qþ belong. The four regions are represented in Fig. 7.
(1) Region 7A: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ �0; 1

2
lnðe2kþþ1

2
Þ½

β̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2ðqþþkþÞ

e2kþ þ 1 − e2qþ
â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ þ 1 − e2qþ

e2qþ

��
;

β̂†ðkþÞâðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ þ 1 − e2qþ

e2qþ

��
;

α̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ þ 1 − e2qþ

e2qþ

��
: ð106Þ

(2) Region 7B: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � 1
2
lnðe2kþþ1

2
Þ; 1

2
lnðe2kþ þ 1Þ½

β̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2ðqþþkþÞ

e2kþ þ 1 − e2qþ
â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
;

β̂†ðkþÞâðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
;

α̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ 1 − e2qþ

��
: ð107Þ

(3) Region 7C: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � 1
2
lnðe2kþ þ 1Þ; 1

2
lnð2e2kþ þ 1Þ½

β̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2ðqþþkþÞ

e2qþ − 1 − e2kþ
α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
;

β̂†ðkþÞâðqþÞ ¼ β̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
;

α̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ α̂†
�
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
: ð108Þ

FIG. 7. Regions of the products of the form β̂†ðkþÞb̂ðqþÞ, β̂†ðkþÞâðqþÞ, and α̂†ðkþÞb̂ðqþÞ. Corresponding integrals in Appendix E:

7A → HðiÞ
14 , 7B → HðiÞ

10 , 7C → HðiÞ
2 , and 7D → HðiÞ
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(4) Region 7D: kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ � 1
2
lnð2e2kþ þ 1Þ;þ∞½

β̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2ðqþþkþÞ

e2qþ − 1 − e2kþ
β̂

�
1

2
ln

�
e2qþ − 1 − e2kþ

e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
;

β̂†ðkþÞâðqþÞ ¼ α̂

�
1

2
ln

�
e2qþ − 1 − e2kþ

e2kþ

��
â

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
;

α̂†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ β̂

�
1

2
ln

�
e2qþ − 1 − e2kþ

e2kþ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ − 1 − e2kþ

��
: ð109Þ

H. Remaining products, valid in all of R2
+

For kþ ∈ �0;þ∞½ and qþ ∈ �0;þ∞½

âðkþÞb̂ðqþÞ ¼
e2qþ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1
b̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
; ð110Þ

b̂†ðkþÞâ†ðqþÞ ¼
e2kþ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1
â†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��
b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
; ð111Þ

b̂†ðkþÞb̂ðqþÞ −
e2ðqþþkþÞ

e2qþ þ e2kþ − 1
b̂
�
−
1

2
ln
�

e2kþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
b̂†
�
−
1

2
ln
�

e2qþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��

¼ −iδðqþ − kþÞðe2kþ − 1Þ; ð112Þ

α̂ðkþÞα̂†ðqþÞ þ
1

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ
b̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��

¼ iδðqþ − kþÞ
ðe2kþ þ 1Þ

e2kþ
; ð113Þ

α̂ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ −
e2qþ

e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1
b̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1

��
; ð114Þ

β̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ −
e2kþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1
b̂

�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1

��
b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1�

�
; ð115Þ

β̂†ðkþÞβ̂ðqþÞþ
e2ðqþþkþÞ

ðe2qþ þe2kþ þ1Þb̂
�
−
1

2
ln
�

e2kþ

e2qþ þe2kþ þ1

��
b̂†
�
−
1

2
ln
�

e2qþ

e2qþ þe2kþ þ1

��
¼ iδðqþ−kþÞðe2kþ þ1Þ; ð116Þ

âðkþÞâðqþÞ ¼ â

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
; ð117Þ

b̂†ðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��
b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
; ð118Þ

b̂†ðkþÞâðqþÞ ¼ â

�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
; ð119Þ

α̂ðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ â

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��
; ð120Þ

α̂ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ −â
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1

��
; ð121Þ
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β̂†ðkþÞβ̂†ðqþÞ ¼ −â
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1

��
b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1�

�
; ð122Þ

β̂†ðkþÞα̂ðqþÞ ¼ −â
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2kþ þ 1

��
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ e2kþ þ 1

��
; ð123Þ

b̂ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ b̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
; ð124Þ

â†ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ â†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��
â†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
; ð125Þ

â†ðkþÞb̂ðqþÞ ¼ b̂
�
−
1

2
ln
�

e2kþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
â†
�
−
1

2
ln
�

e2qþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
; ð126Þ

β̂ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ b̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��
â†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ e2kþ

��
; ð127Þ

β̂ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ −b̂
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1�

�
â†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2kþ þ 1

��
; ð128Þ

α̂†ðkþÞα̂†ðqþÞ ¼ −b̂
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1

��
â†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ þ e2qþ þ 1�

�
; ð129Þ

α̂†ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ −b̂
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2kþ þ 1

��
â†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ e2kþ þ 1

��
; ð130Þ

âðkþÞβ̂ðqþÞ ¼
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1
β̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

e2ðqþþkþÞ

��
; ð131Þ

âðkþÞα̂ðqþÞ ¼ α̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

e2ðqþþkþÞ

��
; ð132Þ

b̂ðkþÞβ̂ðqþÞ ¼ β̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
â†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

e2ðqþþkþÞ

��
; ð133Þ

β̂†ðkþÞâ†ðqþÞ ¼
e2kþ

e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1

e2ðkþþqþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1�

�
; ð134Þ

β̂†ðkþÞb̂†ðqþÞ ¼ â

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1

e2ðkþþqþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1�

�
; ð135Þ

α̂†ðkþÞâ†ðqþÞ ¼ b̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1

e2ðkþþqþÞ

��
α̂†
�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2qþ − 1�

�
: ð136Þ

IV. CONCLUSIONS

In our previous work [49], we proved that one can define
a QFT on κ Minkowski in terms of N-point functions, only
in the so-called lightlike case: gμνvμvν ¼ 0. This condition
is in fact needed to construct a κ-Poincaré-covariant algebra
of functions of more than more point. However, the

momentum space of such theory turns out to have a
boundary, which can be crossed with a finite κ-Poincaré
transformation of momenta. In this work we showed how
this boundary represents an obstruction to the definition of
the Pauli-Jordan function and hence to the quantization
procedure itself. Inspired by [67], we proposed an
“extension” of momentum space beyond said boundary
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through the introduction of what we called new-type plane
waves. These arise naturally from the observation that
momentum space is a group manifold and the action of κ
Lorentz on it brings one out of the component connected to
the identity into a disconnected component [67]. We then
studied explicitly all possible two-point functions, which can
be written in terms of ordinary as well as new-type plane
waves. We proved that, if we require invariance under finite
κ-Poincaré transformations, we end up with the commuta-
tive, undeformed, two-point function. The fact that two-point
functions are undeformed suggests that allN-point functions
of the free classical field theory might be so. However, we
leave the investigation of this conjecture to future works,
together with the study of interacting theories.
Using the undeformed Pauli-Jordan function (82), we

imposed the quantization rules for free complex κ-Klein-
Gordon fields. We obtained a deformed bosonic oscillator
algebra for the creation and annihilation operators, sim-
ilarly to other results in the κ-QFT literature (see for
instance [36,37]).
Future investigations will need to address the issue of the

fate of discrete symmetries, i.e., C, P, and T , in the theory,
their (necessarily deformed) action on the bosonic oscil-
lator algebra, and their interactions with the κ-Poincaré
transformations. With the results at our disposal at this
point, we can only conjecture that these symmetries might
not be broken in this theory, because they certainly are
present at the level of the two-point functions.
There is a number of directions in which this line of

investigation might develop in the future: the first ones are
the already-mentioned study of N-point functions and of
interacting scalar field theories. Further down the road,
gauge theories and fermions might be explored.
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APPENDIX A: TWO-POINT NEW-TYPE
PLANE WAVES

Using the identity derived in [49],

eir−x
−
1 eirþx

þ
1 eis−x

−
2 eisþx

þ
2

¼ eiðr−x−1þe−2rþ s−x−2 Þei
rþþsþ

1−e2ðrþþsþÞ½ð1−e2rþÞxþ1 þe2rþð1−e2sþÞxþ
2
�
;

ðA1Þ
we can reorder the product E1½k�E2½q� in Eq. (62) as

E1½k�E2½q� ¼ E1½k�E2½q�e−π
2
xþ
2

¼ eiðk−x−1þe−2kþq−x−2 Þ

× e
i kþþqþþiπ=2

1þe2ðkþþqþÞ½ð1−e2kþÞxþ1 þe2kþð1þe2qþÞxþ
2
�
: ðA2Þ

There are two cases in which this expression only
depends upon xμ1 − xμ2, according to whether one solves
the corresponding conditions for kμ or qμ. The first case is
when

�
q− ¼ −e2kþk−
e2ðkþþqþÞ ¼ −1

⇒

�
q− ¼ SðkÞ−
qþ ¼ −kþ − i π

2
þ niπ ¼ SðkÞþ − i π

2
þ niπ; n ∈ Z

:

ðA3Þ

Notice that, if the second equation is satisfied, the denom-
inator of the prefactor kþþqþþiπ=2

1þe2ðkþþqþÞ in (A2) vanishes. This
means that the prefactor itself can only be finite if n ¼ 0. In
this case:

�
q− ¼ SðkÞ−
qþ ¼ −kþ − i π

2
¼ SðkÞþ − i π

2

: ðA4Þ

The second solution again requires kþ þ qþ ¼ −iπ=2 and
takes the following form:

�
k− ¼ e2qþq− ¼ Sðq−; qþ þ iπ=2Þ−
kþ ¼ −qþ − i π

2
¼ Sðq−; qþ þ iπ=2Þþ

: ðA5Þ

In the first case (A4), the product simply reduces to
E1½k�E†

2½k� as in Eq. (27). In the second case (A5), instead,
the product becomes

E1½Sðq−; qþ þ iπ=2Þ�E2½ðq−; qþ þ iπ=2Þ�
¼ E†

1½ðq−; qþ þ iπ=2Þ�E2½ðq−; qþ þ iπ=2Þ�
¼ E†

1½q�E2½q�: ðA6Þ

The same reasoning can be applied to the product E1½k�E2½q�
in (62), which either reduces to E†

1½q�E2½q� or to

E1½ðk−;kþþ iπ=2Þ�E†
2½ðk−;kþþ iπ=2Þ�¼E1½k�E†

2½k�: ðA7Þ

Lastly, the product E1½k�E2½q� reduces either to (A6) or
to (A7).

APPENDIX B: HERMITIAN CONJUGATE
OF ON-SHELL PLANE WAVES

We want to prove that ϵað−kþÞ ¼ ϵ†aðkþÞ. First of all
notice that

ϵ†aðkþÞ ¼ e−
π
2
xþa e−ikþx

þ
a e−iΩrðkþÞx−a ¼ e−πx

þ
a ϵ−1a ðkþÞ

¼ −ϵ−1a ðkþÞ; ðB1Þ
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where we used the relation e−πx
þ
a ¼ −1 [see Eq. (59)]. We will now verify that ϵað−kþÞ ¼ −ϵ−1a ðkþÞ. Using the commutator

½xþa ; x−a � ¼ 2ix−a of Eq. (22), we can show that e−ðπ=2Þx
þ
a x−a ¼ −x−a e−ðπ=2Þx

þ
a :

xþa x−a ¼ x−a xþa þ 2ix−a ¼ x−a ðxþa þ 2iÞ ⇒ ðxþa Þnx−a ¼ x−a ðxþa þ 2iÞn

⇒ e−
π
2
xþa x−a ¼

Xþ∞

n¼0

�
−
π

2

�
n
ðxþa Þnx−a ¼ x−a

Xþ∞

n¼0

�
−
π

2

�
n
ðxþa þ 2iÞn ¼ e−iπx−a e−

π
2
xþa : ðB2Þ

This implies that the product of two new-type plane waves of the same point gives an ordinary plane wave:

Ea½k�Ea½q� ¼ Ea½k�e−π
2
xþa Ea½q�e−π

2
xþa ¼ Ea½k�Ea½ð−q−; qþÞ�e−πxþa ;

¼ −Ea½k�Ea½ð−q−; qþÞ� ¼ −Ea½k ⊕ ð−q−; qþÞ� ¼ −Ea½ðk− − e−2kþq−; kþ þ qþÞ�: ðB3Þ

Setting the momenta in Eq. (B3) on shell, we can finally compute the product ϵað−kþÞϵaðkþÞ:

ϵað−kþÞϵaðkþÞ ¼ Ea

�
−

2m2

e−2kþ þ 1
;−kþ

�
Ea

�
−

2m2

e2kþ þ 1
; kþ

�

¼ −Ea

��
−

2m2

e−2kþ þ 1
þ e2kþ

2m2

e2kþ þ 1
;−kþ þ kþ

��
¼ −1: ðB4Þ

In the same way, we can verify that ϵaðkþÞϵað−kþÞ ¼ −1.
To recap, we proved the following chain of identities:

ϵ†aðkþÞ ¼ −ϵ−1a ðkþÞ ¼ ϵað−kþÞ: ðB5Þ

APPENDIX C: FLIPPING NEW-TYPE PLANE WAVES

In [49], we proved that, given the commutator ½A;B� ¼ icB (with c being some constant), then

eip0Aeip1B ¼ eie
−cp0p1Beip0A and eið1−e−cp0 Þp1Beip0A ¼ eip0ðAþcp1BÞ: ðC1Þ

Recalling the commutation relations (22) and the result in Eq. (57), we can write how the product of two plane waves acts
on a function fðx−cm; y�a Þ:

E1½k�E2½q�fðx−cm;y�a Þ¼ e−ðkþþqþÞei½k−ðx−cmþy−
1
Þþðe2kþ−1

2
Þyþ

1
�ei½e−2kþq−ðx−cmþy−

2
Þþe2kþðe2qþ−1

2
Þyþ

2
�fðe−2ðkþþqþÞx−cm;e�2ðkþþqþÞy�a Þ ðC2Þ

for any complex value of k and q. This result is obtained by moving the operator eiðkþþqþÞxþcm to the right. If we now ask
E1½k�E2½q� ¼ E2½r�E1½p�, then we obtain the following conditions:

8>>>>>><
>>>>>>:

e2rþ ¼ e2kþðe2qþ − 1Þ þ 1

r− ¼ e−2kþq−

e2pþ ¼ e2ðkþþqþÞ
e2kþðe2qþ−1Þþ1

p− ¼ ðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þk−
rþ þ pþ ¼ kþ þ qþ þ 2liπ

⇒

8>>>>>><
>>>>>>:

rþ ¼ 1
2
lnðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þ þ niπ

r− ¼ e−2kþq−
pþ ¼ kþ þ qþ − 1

2
lnðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þ þmiπ

p− ¼ ðe2kþðe2qþ − 1Þ þ 1Þk−
rþ þ pþ ¼ kþ þ qþ þ 2liπ

; ðC3Þ

where n;m; l ∈ Z. Replacing the first and third equations into the last we get the constraint nþm ¼ 2l, i.e., nþm has to
be even. From Eq. (C2), we notice that e1½kμþinπδμþ�e2½qμþimπδμþ�¼e−πðnx

þ
1
þmxþ

2
Þe1½k�e2½q�¼e1½k�e2½q�∀m;n∶ðmþnÞ

is even. We conclude that, although reordering plane waves requires us to invert some multivalued functions, the appearance
of the corresponding branch numbers does not introduce any ambiguity because they cancel out from the final expression.
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APPENDIX D: TWO-POINT FUNCTION WITH NEW-TYPE PLANE WAVES

Let us compute the term in the two-point function (75) that involves new-type plane waves:

Hðx1 − x2Þ ¼
Z þ∞

−∞
dkþ

e2kþ

e2kþ þ 1
e
− 2im2

e2kþþ1
ðx−

1
−x−

2
Þ
e−i

e2kþ−1
2

ðxþ
1
−xþ

2
Þh
�
kþ;−

2m2

e2kþ þ 1

�
;

¼ 1

2

Z þ∞

0

dy
yþ 1

e−
2im2

yþ1
ðx−

1
−x−

2
Þe−i

yþ1
2
ðxþ

1
−xþ

2
Þh
�
1

2
lnðyÞ;− 2m2

yþ 1

�
;

¼ 1

2

Z þ∞

1

dz
z
e−

2im2

z ðx−
1
−x−

2
Þe−i

z
2
ðxþ

1
−xþ

2
Þh
�
1

2
lnðyÞ;− 2m2

yþ 1

�
;

¼ 1

2

Z þ∞

1

dz
z
e−

2im2

z ðx−
1
−x−

2
Þe−i

z
2
ðxþ

1
−xþ

2
Þh
�
1

2
lnðz − 1Þ;− 2m2

z

�
: ðD1Þ

If we now apply the condition (76) and restore κ, then we get

Hðx1 − x2Þ ¼
1

2
h−

Z
2

1

dz
z
e−

2im2

κz ðx−
1
−x−

2
Þe−i

κz
2
ðxþ

1
−xþ

2
Þ þ 1

2
hþ

Z þ∞

2

dz
z
e−

2im2

κz ðx−
1
−x−

2
Þe−i

κz
2
ðxþ

1
−xþ

2
Þ;

¼ 1

2
h−

Z κ
m

κ
2m

du
u
e−i

m
uðx−1−x−2 Þe−imuðxþ

1
−xþ

2
Þ þ 1

2
hþ

Z þ∞

κ
m

du
u
e−i

m
uðx−1−x−2 Þe−imuðxþ

1
−xþ

2
Þ;

¼ 1

2
h−

Z
lnð κmÞ

lnð κ
2mÞ

dχe−ime−χðx−
1
−x−

2
Þe−imeχðxþ

1
−xþ

2
Þ þ 1

2
hþ

Z þ∞

lnð κmÞ
dχe−ime−χðx−

1
−x−

2
Þe−imeχðxþ

1
−xþ

2
Þ;

¼ 1

2
h−

Z
m sinhðlnð κmÞÞ

m sinhðlnð κ
2mÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
−pÞðx−

1
−x−

2
Þe−ið

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
þpÞðxþ

1
−xþ

2
Þ

þ 1

2
hþ

Z þ∞

m sinhðlnð κmÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
−pÞðx−

1
−x−

2
Þe−ið

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
þpÞðxþ

1
−xþ

2
Þ;

¼ 1

2
h−

Z
m sinhðlnð κmÞÞ

m sinhðlnð κ
2mÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ

þ 1

2
hþ

Z þ∞

m sinhðlnð κmÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ: ðD2Þ

In principle, we could also have used the other invariant two-point plane waves to write a different two-point function:

Δ0ðx1 − x2Þ ¼ Lðx1 − x2Þ þMðx1 − x2Þ;

Lðx1 − x2Þ ¼
Z

d2kE†
1½k�E2½k�lðkÞδðC̃ðkÞ −m2Þ;

Mðx1 − x2Þ ¼
Z

d2kE†
1½k�E2½k�mðkÞδðC̆ðkÞ −m2Þ: ðD3Þ

However, if we assume lðkÞ and mðkÞ to be constant on the forward and backward light cones, lðkÞ ¼ l−Θð−kþÞ þ
lþΘðkþÞ and mðkÞ ¼ m−Θð−kþÞ þmþΘðkþÞ, then a similar calculation gives

Δ0ðx1 − x2Þ ¼ l−

Z þ∞

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ þ lþ

Z
m sinhðlnð κ

2mÞÞ

−∞

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ

þmþ

Z
m sinhðlnð κmÞÞ

m sinhðlnð κ
2mÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ

þm−

Z þ∞

m sinhðlnð κmÞÞ

dpffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2 þm2

p e−2ið
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
p2þm2

p
ðx0

1
−x0

2
Þþpðx1

1
−x1

2
ÞÞ: ðD4Þ

So for mþ ¼ m− ¼ lþ we obtain again the commutative two-point function.
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APPENDIX E: BOSONIC OSCILLATOR ALGEBRA

We want to derive the conditions that the commutators in Eq. (83) imply on the Fourier coefficients of the fields. Let us
consider the first equation in (83), ½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼ iΔPJðx1 − x2Þ. The left-hand side can be written as the sum of 32
integrals:

½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼
X8
i¼1

Ið1Þi þ
X8
i¼1

Jð1Þi þ
X16
i¼1

Hð1Þ
i : ðE1Þ

The first 16 integrals involve products of plane waves of the same type:

Ið1Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ âðkþÞâ
†ðqþÞe1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Ið1Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞâðkþÞe†2ðqþÞe1ðkþÞ;

Ið1Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ âðkþÞb̂ðqþÞe1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið1Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞâðkþÞe2ðqþÞe1ðkþÞ;

Ið1Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðkþÞâ†ðqþÞe†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Ið1Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞb̂†ðkþÞe†2ðqþÞe†1ðkþÞ;

Ið1Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðkþÞb̂ðqþÞe†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið1Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞb̂
†ðkþÞe2ðqþÞe†1ðkþÞ;

Jð1Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂ðkþÞα̂
†ðqþÞϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð1Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞα̂ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ1ðkþÞ;

Jð1Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂ðkþÞβ̂ðqþÞϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Jð1Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞα̂ðkþÞϵ2ðqþÞϵ1ðkþÞ;

Jð1Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðkþÞα̂†ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð1Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞβ̂†ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ†1ðkþÞ;

Jð1Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðkþÞβ̂ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Jð1Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞβ̂
†ðkþÞϵ2ðqþÞϵ†1ðkþÞ: ðE2Þ

The remaining 16 integrals involve products of plane waves of different types:
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Hð1Þ
1 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ âðkþÞα̂
†ðqþÞe1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
2 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞâðkþÞϵ†2ðqþÞe1ðkþÞ;

Hð1Þ
3 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ âðkþÞβ̂ðqþÞe1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Hð1Þ
4 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞâðkþÞϵ2ðqþÞe1ðkþÞ;

Hð1Þ
5 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂
†ðkþÞα̂†ðqþÞe†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
6 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞb̂†ðkþÞϵ†2ðqþÞe†1ðkþÞ;

Hð1Þ
7 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂
†ðkþÞβ̂ðqþÞe†1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Hð1Þ
8 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞb̂
†ðkþÞϵ2ðqþÞe†1ðkþÞ;

Hð1Þ
9 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ α̂ðkþÞâ
†ðqþÞϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
10 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞα̂ðkþÞe†2ðqþÞϵ1ðkþÞ;

Hð1Þ
11 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ α̂ðkþÞb̂ðqþÞϵ1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð1Þ
12 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞα̂ðkþÞe2ðqþÞϵ1ðkþÞ;

Hð1Þ
13 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ β̂
†ðkþÞâ†ðqþÞϵ†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
14 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞβ̂†ðkþÞe†2ðqþÞϵ†1ðkþÞ;

Hð1Þ
15 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ β̂
†ðkþÞb̂ðqþÞϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð1Þ
16 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞβ̂
†ðkþÞe2ðqþÞϵ†1ðkþÞ: ðE3Þ

In order to compare this commutator to the compact expression of the Pauli-Jordan function (82), we need to move x2 to

the right in the even-numbered integrals. In Ið1Þ2 , for instance, we can rewrite the product e†2ðqþÞe1ðkþÞ according
to (74):

e†2ðqþÞe1ðkþÞ ¼ e1

�
1

2
ln½e2qþ þ e2kþ − 1� − qþ

�
e†2

�
1

2
ln½e2qþ þ e2kþ − 1� − kþ

�
: ðE4Þ

If we make a change of variables

k0þ ¼ 1

2
ln½e2qþ þ e2kþ − 1� − qþ; q0þ ¼ 1

2
ln½e2qþ þ e2kþ − 1� − kþ; ðE5Þ

then
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k0þ ∈ �0;þ∞½; q0þ ∈ �0;− 1

2
lnð1 − e−2kþÞ½; ðE6Þ

and the integral becomes

−Ið1Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþÞ

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞÞ â
†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��

× â

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ: ðE7Þ

Analogously we can prove that

−Ið1Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1Þ b̂
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�

× â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
e1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið1Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1Þ â
†
�
1

2
ln
�

e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��

× b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
e†1ðkþÞe†2ðqþÞ: ðE8Þ

For what concerns Ið1Þ8 , again using (74), we obtain

e2ðqþÞe†1ðkþÞ ¼ e†1

�
kþ −

1

2
ln½e2qþð1 − e2kþÞ þ e2kþ�

�
e2

�
qþ −

1

2
ln½e2qþð1 − e2kþÞ þ e2kþ�

�
: ðE9Þ

When qþ > − 1
2
lnð1 − e−2kþÞ, the argument of the logarithm becomes negative and we can write

e2ðqþÞe†1ðkþÞ¼e1

�
−kþþ

1

2
ln½e2qþðe2kþ −1Þ−e2kþ�þ i

π

2
þniπ

�
e2

�
qþ−

1

2
ln½e2qþðe2kþ −1Þ−e2kþ�− i

π

2
þmiπ

�
; ðE10Þ

where mþ n is even, as we proved in Appendix C, so that the right-hand side can be written as ϵ†1ðkþ − 1
2
ln½e2qþðe2kþ − 1Þ

−e2kþ�Þϵ2ðqþ − 1
2
ln½e2qþðe2kþ − 1Þ − e2kþ�Þ. If we now proceed as for Ið1Þ2 , then we get

−Ið1Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2qþ þ e2kþ − 1Þ b̂
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��

× b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
e†1ðkþÞe2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þðe2qþ þ e2kþ þ 1Þ b̂
�
1

2
ln
�
e2qþ þ e2kþ þ 1

e2kþ

��

× b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2kþ þ 1

e2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ð−kþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þðe2qþ þ e−2kþ þ 1Þ b̂
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2kþ

��

× b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e−2kþ þ 1

e2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ
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−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe−2qþ þ 1Þðe−2qþ þ e2kþ þ 1Þ

× b̂

�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e2kþ þ 1

e2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e2kþ þ 1

e−2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe−2qþ þ 1Þðe−2qþ þ e−2kþ þ 1Þ

× b̂

�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ: ðE11Þ

Analogously, the Jð1Þi integrals are given by

−Jð1Þ2 ¼ −
Z 1

2
lnð3Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2kþð1 − e−2qþÞ − 1�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1 − e−2qþÞ − 1

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2kþð1 − e−2qþÞ − 1�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1 − e−2qþÞ − 1

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Jð1Þ4 ¼ −
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z
1
2
lnð1−e2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðqþþkþÞ − e2kþ − e2qþÞ

× β̂

�
1

2
ln

�ðe2ðqþþkþÞ − e2kþ − e2qþÞ
e2qþ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − e2qþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Jð1Þ6 ¼ −
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�ðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ
e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z

1
2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�ðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ
e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Jð1Þ8 ¼ −
Z

1
2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþÞ

× β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþÞ

× β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ: ðE12Þ
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Lastly, the Hð1Þ
i integrals can be written as

−Hð1Þ
2 ¼

Z þ∞

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2e2kþ−1Þ

1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þðe2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3=2Þ

0

dkþ

Z 1
2
lnð2e2kþ−1Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þðe2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð3=2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

0

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ð1 − e−2kþÞðe−2qþ þ 1Þðe−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð3=2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1Þ

−1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ð1 − e−2kþÞðe−2qþ þ 1Þðe−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1Þ

0

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ð1 − e−2kþÞðe−2qþ þ 1Þðe−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þðe2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

1
2
lnðe2kþ−1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þðe2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð1þ2e−2kþÞ

1
2
lnð1þe−2kþÞ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð1þ2e2kþÞ

1
2
lnð1þe2kþÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þðe2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ð−kþþqþÞ

e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ; ðE13Þ

NEW CLASS OF PLANE WAVES FOR … PHYS. REV. D 107, 105018 (2023)

105018-29



−Hð1Þ
4 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2e2kþ−1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þðe2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þðe2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þðe2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e−2kþþ1Þ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þðe2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e2kþþ1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þðe2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð1Þ
6 ¼

Z
1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð2e−2kþ−1Þ

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþÞ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�ðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþÞ
e2kþ

��
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
8 ¼

Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ − 1Þðe−2qþ þ 1Þðe2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ð−qþþkþÞ

e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð2e−2kþ−1Þ

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ − 1Þðe−2qþ þ 1Þðe2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ð−qþþkþÞ

e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;
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−Hð1Þ
10 ¼

Z 1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

−1
2
lnðe2kþ−1Þ

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e−2qþÞð1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞÞ

× â†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

0

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e−2qþÞð1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞÞ

× â†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1Þ

0

dqþ
e−2ðkþ−qþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e2qþÞð1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞÞ

× â†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþ−qþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1Þ

1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

dqþ
e−2ðkþ−qþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e2qþÞð1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞÞ

× â†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþ−qþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þe−2kþÞ

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þð1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þe2kþÞ

1
2
lnð1þe2kþ

2
Þ

dqþ
e2ð−kþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þð1þ e−2kþ − e2ð−kþþqþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1þ e−2kþ − e2ð−kþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ð−kþþqþÞ

1þ e−2kþ − e2ð−kþþqþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð1Þ
12 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞð1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞÞ

b̂

�
1

2
ln½1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ

��
ϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Hð1Þ
14 ¼

Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞð1 − e−2kþ − e2ðqþ−kþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1 − e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1 − e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ðe−2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞð1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ
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þ
Z 1

2
lnð3Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ
dqþ

e−2ðqþþkþÞ

ðe−2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞð1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þe2kþ

2
Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þð1þ e−2kþ − e2ðqþ−kþÞÞ

× â†
�
1

2
ln

�
1

1þ e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1þ e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð1Þ
16 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞð1þ e−2kþ − e−2ðkþþqþÞÞ

× b̂

�
1

2
ln½1þ e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1þ e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe†2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ
dqþ

e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞð1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞÞ

× b̂

�
1

2
ln½1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ�

�
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ

��
ϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ:

Consider now the second equation in (83), ½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂ðx2Þ� ¼ 0. Again, the left-hand side can be written as the sum of 32
integrals:

½ϕ̂ðx1Þ; ϕ̂ðx2Þ� ¼
X8
i¼1

Ið2Þi þ
X8
i¼1

Jð2Þi þ
X16
i¼1

Hð2Þ
i ; ðE14Þ

where

Ið2Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ âðkþÞb̂
†ðqþÞe1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Ið2Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðqþÞâðkþÞe†2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþÞ

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
â

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Ið2Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ âðkþÞâðqþÞe1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið2Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ âðqþÞâðkþÞe2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× â

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
e1ðkþÞe2ðqþÞ;
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Ið2Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðkþÞb̂†ðqþÞe†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Ið2Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðqþÞb̂†ðkþÞe†2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��
b̂†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
e†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Ið2Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðkþÞâðqþÞe†1ðkþÞe2ðqþÞ; ðE15Þ

−Ið2Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ−1Þðe2qþ−1ÞâðqþÞb̂
†ðkþÞe2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ−1Þðe2qþ−1Þâ
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þe2kþ−1

��
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þe2kþ−1

��
e†1ðkþÞe2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þâ
�
1

2
ln

�
e2qþ þe2kþ þ1

e2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þe2kþ þ1

e2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe−2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þâ
�
1

2
ln

�
e2qþ þe−2kþ þ1

e−2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ þe−2kþ þ1

e2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2qþ

ðe2kþ þ1Þðe−2qþ þ1Þâ
�
1

2
ln

�
e−2qþ þe2kþ þ1

e2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þe2kþ þ1

e−2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2qþ

ðe−2kþ þ1Þðe−2qþ þ1Þâ
�
1

2
ln

�
e−2qþ þe−2kþ þ1

e−2kþ

��
b̂†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þe−2kþ þ1

e−2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

Jð2Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þα̂ðkþÞβ̂
†ðqþÞϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð2Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þβ̂
†ðqþÞα̂ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼−
Z

1
2
lnð3Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ−1Þðe2qþ−1Þβ̂
†
�
−
1

2
ln½e2kþð1−e−2qþÞ−1�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1−e−2qþÞ−1

��

×e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ−1Þðe2qþ−1Þβ̂
†
�
−
1

2
ln½e2kþð1−e−2qþÞ−1�

�
α̂

�
1

2
ln
�

e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1−e−2qþÞ−1

��

×e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Jð2Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þα̂ðkþÞα̂ðqþÞϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Jð2Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ1Þðe2qþ þ1Þα̂ðqþÞα̂ðkþÞϵ2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z 1
2
lnð1−e2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ−1Þðe2qþ−1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e−2qþðe2ðqþþkþÞ−e2kþ−e2qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ−e2kþ−e2qþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;
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Jð2Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðkþÞβ̂†ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð2Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðqþÞβ̂†ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼ −
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln½e−2kþðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ�

�
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z 1

2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
β̂†
�
1

2
ln½e−2kþðe2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþÞ�

�
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Jð2Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðkþÞα̂ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

− Jð2Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂ðqþÞβ̂
†ðkþÞϵ2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼ −
Z

1
2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

��
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Hð2Þ
1 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ âðkþÞβ̂
†ðqþÞe1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Hð2Þ
2 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðqþÞâðkþÞϵ†2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2e2kþ−1Þ

1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3=2Þ

0

dkþ

Z 1
2
lnð2e2kþ−1Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1Þ

0

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ð1 − e−2kþÞðe−2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ
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þ
Z 1

2
lnð2Þ

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

1
2
lnðe2kþ−1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þ2e−2kþÞ

1
2
lnð1þe−2kþÞ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þ2e2kþÞ

1
2
lnð1þe2kþÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂†
�
−
1

2
ln½e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ð−kþþqþÞ

e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

Hð2Þ
3 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ âðkþÞα̂ðqþÞe1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Hð2Þ
4 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂ðqþÞâðkþÞϵ2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2e2kþ−1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e−2kþþ1Þ

dqþ
e2ðqþþkþÞ

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e2kþþ1Þ

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
â

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;
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Hð2Þ
5 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂
†ðkþÞβ̂†ðqþÞe†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

−Hð2Þ
6 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂
†ðqþÞb̂†ðkþÞϵ†2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z 1

2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð2e−2kþ−1Þ

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ

× β̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
b̂†
�
1

2
ln½e−2kþðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþÞ�

�
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

Hð2Þ
7 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂
†ðkþÞα̂ðqþÞe†1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Hð2Þ
8 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂ðqþÞb̂
†ðkþÞϵ2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ − 1Þðe−2qþ þ 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ð−qþþkþÞ

e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð2e−2kþ−1Þ

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ − 1Þðe−2qþ þ 1Þ

× α̂

�
1

2
ln½e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1�

�
b̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ð−qþþkþÞ

e2ðkþ−qþÞ þ e2kþ − 1

��
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

Hð2Þ
9 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ α̂ðkþÞb̂
†ðqþÞϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Hð2Þ
10 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðqþÞα̂ðkþÞe†2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

−1
2
lnðe2kþ−1Þ

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e−2qþÞ

× b̂†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

0

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e−2qþÞ

× b̂†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ
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þ
Z 1

2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1Þ

0

dqþ
e−2ðkþ−qþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e2qþÞ

× b̂†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþ−qþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1Þ

1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

dqþ
e−2ðkþ−qþÞ

ð1 − e−2kþÞð1þ e2qþÞ

× b̂†
�
−
1

2
ln½1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e−2ðkþ−qþÞ

1 − e−2kþ − e−2ðkþ−qþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þe−2kþÞ

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂†
�
1

2
ln

�
1

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþþqþÞ

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð1þe2kþÞ

1
2
lnð1þe2kþ

2
Þ

dqþ
e2ð−kþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂†
�
1

2
ln

�
1

1þ e−2kþ − e2ð−kþþqþÞ

��
α̂

�
1

2
ln

�
e2ð−kþþqþÞ

1þ e−2kþ − e2ð−kþþqþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

Hð2Þ
11 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ α̂ðkþÞâðqþÞϵ1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Hð2Þ
12 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ âðqþÞα̂ðkþÞe2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ

0

dqþ
e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞ

× â

�
1

2
ln½1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ�

�
α̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ

��
ϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Hð2Þ
13 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ β̂
†ðkþÞb̂†ðqþÞϵ†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Hð2Þ
14 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ b̂
†ðqþÞβ̂†ðkþÞe†2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z 1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞ

× b̂†
�
1

2
ln

�
1

1 − e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1 − e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2ðqþþkþÞ

ðe−2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞ

× b̂†
�
1

2
ln
�

1

1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln
�
1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z 1

2
lnð3Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnðe2kþ−1

2
Þ
dqþ

e−2ðqþþkþÞ

ðe−2qþ þ 1Þð1 − e−2kþÞ

× b̂†
�
1

2
ln
�

1

1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln
�
1 − e−2kþ − e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ
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þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þe2kþ

2
Þ

0

dqþ
e2ðqþ−kþÞ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂†
�
1

2
ln

�
1

1þ e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

��
β̂†
�
1

2
ln

�
1þ e−2kþ − e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

Hð2Þ
15 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ β̂
†ðkþÞâðqþÞϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ

−Hð2Þ
16 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ âðqþÞβ̂
†ðkþÞe2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2ðkþþqþÞ

ðe−2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞ

× â

�
1

2
ln½1þ e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ�

�
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e−2ðkþþqþÞ

1þ e−2kþ − e−2ðkþþqþÞ

��
ϵ†1ðkþÞe†2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1þe−2kþ

2
Þ
dqþ

e2ðkþ−qþÞ

ðe2kþ þ 1Þð1 − e−2qþÞ

× â

�
1

2
ln½1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ�

�
β̂†
�
−
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

1þ e2kþ − e2ðkþ−qþÞ

��
ϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ:

Also in this case, we rewrote the even-numbered integrals by moving x2 to the right.
Lastly, the left-hand side of the third equation in (83), ½ϕ̂†ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼ 0, can be written as

½ϕ̂†ðx1Þ; ϕ̂†ðx2Þ� ¼
X8
i¼1

Ið3Þi þ
X8
i¼1

Jð3Þi þ
X16
i¼1

Hð3Þ
i ; ðE16Þ

where

Ið3Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðkþÞâ
†ðqþÞe1ðkþÞe†2ðqþÞ;

−Ið3Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞb̂ðkþÞe†2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþÞ

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× â†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
b̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2kþ þ e2qþ − e2ðqþþkþÞ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Ið3Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðkþÞb̂ðqþÞe1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið3Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞb̂ðkþÞe2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ þ 1

��
e1ðkþÞe2ðqþÞ;

Ið3Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðkþÞâ†ðqþÞe†1ðkþÞe†2ðqþÞ;
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−Ið3Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðqþÞâ†ðkþÞe†2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× â†
�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1

��
â†
�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2qþ þ 1�

�
e†1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Ið3Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ â
†ðkþÞb̂ðqþÞe†1ðkþÞe2ðqþÞ;

−Ið3Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ b̂ðqþÞâ
†ðkþÞe2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× b̂

�
−
1

2
ln

�
e2kþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
â†
�
−
1

2
ln

�
e2qþ

e2qþ þ e2kþ − 1

��
e†1ðkþÞe2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ

× b̂

�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2kþ þ 1

e2kþ

��
â†
�
1

2
ln

�
e2qþ þ e2kþ þ 1

e2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2kþ

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ

× b̂
�
1

2
ln
�
e2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2kþ

��
â†
�
1

2
ln
�
e2qþ þ e−2kþ þ 1

e2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe−2qþ þ 1Þ

× b̂

�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e2kþ þ 1

e2kþ

��
â†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e2kþ þ 1

e−2qþ

��
ϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

−
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e−2kþ

ðe−2kþ þ 1Þðe−2qþ þ 1Þ

× b̂

�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2kþ

��
â†
�
1

2
ln

�
e−2qþ þ e−2kþ þ 1

e−2qþ

��
ϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

Jð3Þ1 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðkþÞα̂
†ðqþÞϵ1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð3Þ2 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞβ̂ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼ −
Z 1

2
lnð3Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2kþð1 − e−2qþÞ − 1�

�
β̂

�
1

2
ln
�

e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1 − e−2qþÞ − 1

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþÞ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2kþð1 − e−2qþÞ − 1�

�
β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþ−qþÞ

e2kþð1 − e−2qþÞ − 1

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;
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Jð3Þ3 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðkþÞβ̂ðqþÞϵ1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Jð3Þ4 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞβ̂ðkþÞϵ2ðqþÞϵ1ðkþÞ

¼ −
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z
1
2
lnð1−e2kþ

2
Þ

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ − e2kþ − e2qþ

e2qþ

��
β̂

�
1

2
ln

�
e2kþ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − e2qþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Jð3Þ5 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðkþÞα̂†ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Jð3Þ6 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞα̂†ðkþÞϵ†2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼ −
Z 1

2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z

1
2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z
−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2kþ − e2qþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Jð3Þ7 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðkþÞβ̂ðqþÞϵ†1ðkþÞϵ2ðqþÞ;

−Jð3Þ8 ¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞα̂
†ðkþÞϵ2ðqþÞϵ†1ðkþÞ

¼ −
Z

1
2
lnð3Þ

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−2e−2kþÞ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ

−
Z þ∞

1
2
lnð3Þ

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð1−e−2kþ

2
Þ
dqþ

e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2qþ

��
α̂†
�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ − e2qþ − e2kþ

e2kþ

��
e1ðkþÞe†2ðqþÞ;

Hð3Þ
1 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂ðkþÞα̂
†ðqþÞe1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

−Hð3Þ
2 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞb̂ðkþÞϵ†2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2e2kþ−1Þ

1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ
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þ
Z

1
2
lnð3=2Þ

0

dkþ

Z
1
2
lnð2e2kþ−1Þ

0

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z
−1
2
lnðe2kþ−1Þ

0

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe−2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e−2ðqþþkþÞ

e−2ðqþþkþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

þ
Z

1
2
lnð2Þ

1
2
lnð3=2Þ

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

0

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe2kþ−1ÞÞ

1
2
lnðe2kþ−1Þ

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð1þ2e−2kþÞ

1
2
lnð1þe−2kþÞ

dqþ
1

ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðkþþqþÞ

e2ðkþþqþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð1þ2e2kþÞ

1
2
lnð1þe2kþÞ

dqþ
1

ðe−2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ

× α̂†
�
−
1

2
ln½e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1�

�
b̂
�
1

2
ln
�

e2ð−kþþqþÞ

e2ð−kþþqþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

Hð3Þ
3 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ b̂ðkþÞβ̂ðqþÞe1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−Hð3Þ
4 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
1

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞb̂ðkþÞϵ2ðqþÞe1ðkþÞ

¼
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2e2kþ−1Þ

dqþ
1

ð1 − e−2kþÞðe2qþ þ 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1�

�
b̂
�
1

2
ln
�

e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ þ e−2kþ − 1

��
e†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

dqþ
1

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ

×
Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

dqþ
1

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ
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þ
Z þ∞

0

dkþ

Z
1
2
lnð2ðe−2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e−2kþþ1Þ

dqþ
1

ð1þ e2kþÞðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþþkþÞ

e2ðqþþkþÞ − e2kþ − 1

��
ϵ1ðkþÞe2ðqþÞ;

þ
Z þ∞

0

dkþ

Z 1
2
lnð2ðe2kþþ1ÞÞ

1
2
lnð2e2kþþ1Þ

dqþ
1

ð1þ e−2kþÞðe2qþ − 1Þ

× β̂

�
1

2
ln½e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1�

�
b̂

�
1

2
ln

�
e2ðqþ−kþÞ

e2ðqþ−kþÞ − e−2kþ − 1

��
ϵ†1ðkþÞe2ðqþÞ;

Hð3Þ
5 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ â
†ðkþÞα̂†ðqþÞe†1ðkþÞϵ†2ðqþÞ

−Hð3Þ
6 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2ðkþþqþÞ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ α̂
†ðqþÞâ†ðkþÞϵ†2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z

1
2
lnð2Þ

0

dkþ

Z þ∞

−1
2
lnð2e−2kþ−1Þ

dqþ
e2qþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ

× α̂†
�
1

2
ln

�
e2qþ

e2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþ

��
â†
�
1

2
ln½e−2kþðe2ðkþþqþÞ þ e2kþ − e2qþÞ�

�
e1ðkþÞϵ†2ðqþÞ;

Hð3Þ
7 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ â
†ðkþÞβ̂ðqþÞe†1ðkþÞϵ2ðqþÞ

−Hð3Þ
8 ¼

Z þ∞

0

dkþ

Z þ∞

0

dqþ
e2kþ

ðe2kþ − 1Þðe2qþ þ 1Þ β̂ðqþÞâ
†ðkþÞϵ2ðqþÞe†1ðkþÞ

¼
Z þ∞

1
2
lnð2Þ

dkþ
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â†
�
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Hð3Þ
9 ¼
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dkþ
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dqþ
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ðe2kþ þ 1Þðe2qþ − 1Þ β̂ðkþÞâ
†ðqþÞϵ1ðkþÞe†2ðqþÞ

−Hð3Þ
10 ¼
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−Hð3Þ
12 ¼
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The resulting algebra is deformed and κ-Poincaré invariant and it is reported in Sec. III.
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Poincaré group and noncommutative geometry, Phys. Lett.
B 334, 348 (1994).

[11] S. Majid, Quantum groups and noncommutative geometry,
J. Math. Phys. (N.Y.) 41, 3892 (2000).

[12] J. Lukierski, Z. Skoda, and M. Woronowicz, κ-deformed
covariant quantum phase spaces as Hopf algebroids, Phys.
Lett. B 750, 401 (2015).

MARIA GRAZIA DI LUCA and FLAVIO MERCATI PHYS. REV. D 107, 105018 (2023)

105018-44

https://doi.org/10.1016/S0370-1573(03)00059-0
https://doi.org/10.1088/0264-9381/15/10/008
https://doi.org/10.1088/0264-9381/15/10/008
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.221301
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.221301
https://doi.org/10.1088/0264-9381/5/12/010
https://doi.org/10.1016/0370-2693(91)90094-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(91)90094-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(91)90358-W
https://doi.org/10.1016/0370-2693(91)90358-W
https://doi.org/10.1016/0370-2693(92)90894-A
https://doi.org/10.1016/0370-2693(92)90894-A
https://doi.org/10.1016/0370-2693(91)90094-7
https://doi.org/10.1016/0370-2693(94)90699-8
https://doi.org/10.1016/0370-2693(94)90699-8
https://doi.org/10.1063/1.533331
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2015.09.042
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2015.09.042


[13] F. Lizzi, M. Manfredonia, F. Mercati, and T. Poulain,
Localization and Reference Frames in κ-Minkowski Space-
time, Phys. Rev. D 99, 085003 (2019).

[14] F. Lizzi, M. Manfredonia, and F. Mercati, Localizability in
κ-Minkowski spacetime, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys.
17, 2040010 (2020).

[15] J. Lukierski and H. Ruegg, Quantum kappa–Poincaré in any
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field theories at one-loop, J. High Energy Phys. 01
(2019) 064.

[45] T. Jurić, T. Poulain, and J.-C. Wallet, Vacuum energy and
the cosmological constant problem in κ-Poincaré invariant
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tensor products, and noncommutative quantum field theory,
Phys. Rev. D 103, 126009 (2021).

[50] S. Majid, A Quantum Groups Primer, LondonMathematical
Society Lecture Note Series (Cambridge University Press,
Cambridge, England, 2002).

NEW CLASS OF PLANE WAVES FOR … PHYS. REV. D 107, 105018 (2023)

105018-45

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.085003
https://doi.org/10.1142/S0219887820400101
https://doi.org/10.1142/S0219887820400101
https://doi.org/10.1016/0370-2693(94)90759-5
https://doi.org/10.1142/S0218271803003050
https://doi.org/10.1142/S0218271803003050
https://doi.org/10.1088/0264-9381/21/8/018
https://doi.org/10.1088/0264-9381/21/8/018
https://doi.org/10.1142/S021773230200871X
https://doi.org/10.1142/S021773230200871X
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(02)02762-4
https://doi.org/10.1088/0264-9381/20/22/006
https://doi.org/10.1088/0264-9381/20/22/006
https://doi.org/10.1063/1.2738360
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2008.12.032
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2008.12.032
https://doi.org/10.1143/PTPS.171.65
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.84.085010
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.084032
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.86.084032
https://doi.org/10.1142/S0218271810018451
https://doi.org/10.1142/S0218271810018451
https://doi.org/10.1088/0264-9381/30/14/145002
https://doi.org/10.1142/S021827181650053X
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.01.006
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.01.006
https://doi.org/10.1142/S0218271817501231
https://doi.org/10.1142/S0218271817501231
https://doi.org/10.1088/1742-6596/804/1/012028
https://doi.org/10.1088/1742-6596/804/1/012028
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2018.06.014
https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2018.06.014
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.62.025004
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.62.025004
https://doi.org/10.1016/S0920-5632(01)01552-3
https://doi.org/10.1016/S0920-5632(01)01552-3
https://arXiv.org/abs/hep-th/0307038
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.76.125005
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.76.125005
https://doi.org/10.1142/S021773230802673X
https://doi.org/10.1142/S0217751X08040421
https://doi.org/10.1142/S0217751X08040421
https://doi.org/10.1088/0264-9381/27/2/025012
https://doi.org/10.1088/0264-9381/27/2/025012
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.05.047
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2017.05.047
https://doi.org/10.1088/1742-6596/634/1/012005
https://doi.org/10.1007/JHEP05(2020)112
https://doi.org/10.1007/JHEP05(2020)112
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.025002
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.025002
https://doi.org/10.1007/JHEP01(2019)064
https://doi.org/10.1007/JHEP01(2019)064
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.045004
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.106018
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.98.045017
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2018.10.031
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.103.126009


[51] T. Tjin, An introduction to quantized Lie groups and
algebras, Int. J. Mod. Phys. A 07, 6175 (1992).

[52] R. Oeckl, Untwisting noncommutativeRd and the equivalence
of quantum field theories, Nucl. Phys. B581, 559 (2000).

[53] J. Wess, Deformed coordinate spaces: Derivatives, in 1st
Balkan Workshop on Mathematical, Theoretical and Phe-
nomenological Challenges Beyond the Standard Model:
Perspectives of Balkans Collaboration (World Scientific,
Singapore, 2003), pp. 122–128.

[54] M. Chaichian, P. Kulish, K. Nishijima, and A. Tureanu,
On a Lorentz-invariant interpretation of noncommutative
space-time and its implications on noncommutative QFT,
Phys. Lett. B 604, 98 (2004).

[55] F. Koch and E. Tsouchnika, Construction of theta-Poincare
algebras and their invariants on Mu(theta), Nucl. Phys.
B717, 387 (2005).

[56] G. Fiore and J. Wess, On full twisted Poincare’ symmetry
and QFT on Moyal-Weyl spaces, Phys. Rev. D 75, 105022
(2007).

[57] G. Fiore, Can QFT on Moyal-Weyl spaces look as on com-
mutative ones?, Prog. Theor. Phys. Suppl. 171, 54 (2007).

[58] A. Ballesteros, F. Herranz, M. Del Olmo, and M. Santander,
A new null-plane quantum Poincaré algebra, Phys. Lett. B
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