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The potential of n-Higgs doublet models (nHDMs) contains a large number of SUð2ÞL-preserving
accidental symmetries as subgroups of the symplectic group Spð2nÞ. To classify these, we introduce prime
invariants and irreducible representations in bilinear field space that enable us to explicitly construct
accidentally symmetric nHDM potentials. We showcase the classifications of symmetries and present the
relationship among the theoretical parameters of the scalar potential for the following: (i) the two Higgs
doublet model (2HDM), and (ii) the three Higgs doublet model (3HDM). We recover the maximum number
of 13 accidental symmetries for the 2HDM potential, and for the first time, we present the complete list of
40 accidental symmetries for the 3HDM potential.
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I. INTRODUCTION

The discovery of the Higgs particle at the CERN Large
Hadron Collider (LHC) [1,2], which was previously
predicted by the Standard Model (SM) of particle physics
[3–7], generated renewed interest in beyond the SM (BSM)
Higgs physics. This is corroborated by the fact that the SM
fails to address several key questions, such as the origin of
the observed matter-antimatter asymmetry and the dark
matter relic abundance in the Universe.
There is a plethora of well-motivated new physics

models with additional Higgs scalars that have been
introduced to solve these problems [8–13]. To distinguish
such models, one usually employs symmetry transforma-
tions that leave the particular model invariant. These
symmetries impose constraints over the theoretical param-
eters of the models and thus enhance their predictability to
be probed in future experiments.
In this paper we construct potentials of multi-Higgs

doublet models (nHDMs) with n scalar doublets based
on SUð2ÞL-preserving accidental symmetries. These sym-
metries can be realized in two sets: (i) as continuous
symmetries, and (ii) as discrete symmetries (Abelian and
non-Abelian symmetry groups). To find continuous sym-
metries, we present an algorithmic method that provides the
full list of proper, improper, and semisimple subgroups for

any given integer n. We also include all known discrete
symmetries in nHDM potentials [14–24]. Previous analy-
ses led to a maximum of 13 accidental symmetries for
the two Higgs doublet model (2HDM) potential, where
the maximal symmetry group is GΦ

2HDM ¼ Spð4Þ=Z2 ⊗
SUð2ÞL [25]. Here, we extend this theoretical framework to
nHDM potentials based on the maximal symmetric group
Spð2nÞ=Z2 ⊗ SUð2ÞL [26,27]. The maximally symmetric
nHDM (MS-nHDM) can provide natural SM alignment
that exhibits quartic coupling unification up to the Planck
scale [26–29].
Identifying the symplectic group Spð2nÞ as the

maximal symmetry group allows us to classify all
SUð2ÞL-preserving accidental symmetries in nHDM poten-
tials. We introduce prime invariants to construct acciden-
tally symmetric potentials in terms of fundamental building
blocks that respect the symmetries. In the same context, we
use irreducible representations to derive all potentials that
are invariant under non-Abelian discrete symmetries.
The layout of this paper is as follows. In Sec. II, we

define the nHDMs in the bilinear scalar field formalism.
Given that Spð2nÞ is the maximal symmetry of the nHDM
potential, we adopt the biadjoint representation of this
group which becomes relevant to this bilinear formalism. In
Sec. III, we start with classifying continuous symmetries
for nHDM potentials. As illustrative examples, we classify
all accidentally symmetric potentials for the 2HDM and the
three Higgs doublet model (3HDM). Then, we introduce
prime invariants to build potentials that are invariant under
SUð2ÞL-preserving continuous symmetries. In Sec. IV, we
discuss possible and known discrete symmetries for nHDM
potentials and recover the discrete symmetries for the
2HDM and the 3HDM cases [21,23,24]. This section also
includes our approach to building 3HDM potentials with
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the help of irreducible representations of discrete sym-
metries. Having discussed the classifications of sym-
metries, we provide the list of all SUð2ÞL-preserving
accidental symmetries for the 2HDM and the 3HDM
potentials including the relationships among the theoretical
parameters of the scalar potentials. Section V contains our
conclusions. Finally, technical details are delegated to
Appendixes A, B, C, and D.

II. BILINEAR FORMALISM AND THE
MAXIMAL SYMMETRY SPð2nÞ

The nHDMs contain n scalar doublet fields, ϕiði ¼
1; 2;…; nÞ, which all share the same Uð1ÞY-hypercharge
quantum number, i.e., Yϕi

¼ 1=2. The most general form of
the nHDM potential may conventionally be expressed as
follows [30]:

Vn ¼
Xn
i;j¼1

m2
ijðϕ†

iϕjÞ þ
Xn

i;jk;l¼1

λijklðϕ†
iϕjÞðϕ†

kϕlÞ; ð2:1Þ

with λijkl ¼ λklij. In general, the SUð2ÞL × Uð1ÞY invariant
nHDM potential contains n2 physical mass terms along
with n2ðn2 þ 1Þ=2 physical quartic couplings.
An equivalent way to write the nHDM potential is based

on the so-called bilinear field formalism [53,31–34]. To this
end, we first define a 4n-dimensional (4n-D) complex Φn
multiplet as

Φ2¼

0
BBB@

ϕ1

ϕ2

iσ2ϕ�
1

iσ2ϕ�
2

1
CCCA; Φ3¼

0
BBBBBBBBB@

ϕ1

ϕ2

ϕ3

iσ2ϕ�
1

iσ2ϕ�
2

iσ2ϕ�
3

1
CCCCCCCCCA
;…;Φn¼

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

ϕ1

ϕ2

ϕ3

·

·

·

iσ2ϕ�
1

iσ2ϕ�
2

iσ2ϕ�
3

·

·

·

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

ð2:2Þ

where σ1;2;3 are the Pauli matrices and iσ2ϕ�
i (with

i ¼ 1; 2;…; n) are the Uð1ÞY hypercharge conjugate of
ϕi. Observe that the Φn multiplet transforms covariantly
under an SUð2ÞL gauge transformation as

Φn → ULΦn; UL ∈ SUð2ÞL: ð2:3Þ
Note that UL is the 2 × 2 unitary matrix that may also be
represented as σ0 ⊗ 1n ⊗ UL in the Φn space.

Additionally, the Φn multiplet satisfies the Majorana-type
property [34],

Φn ¼ CΦ�
n; ð2:4Þ

where C ¼ σ2 ⊗ 1n ⊗ σ2 (C ¼ C−1 ¼ C�) is the charge
conjugation operator and 1n is the n × n identity matrix.
With the help of the Φn multiplet, we may now define

the bilinear field vector [25,33,34],

RA
n ≡Φ†

nΣA
nΦn; ð2:5Þ

with A ¼ 0; 1; 2;…; nð2n − 1Þ − 1. Notice that nð2n − 1Þ-
vector RA

n is invariant under SUð2ÞL transformations thanks
to (2.3).
The matrices ΣA

n have 4n × 4n elements and can be
expressed in terms of double tensor products as

ΣA
n ¼ ðσ0 ⊗ taS ⊗ σ0; σi ⊗ tbA ⊗ σ0Þ; ð2:6Þ

where taS and tbA are the symmetric and antisymmetric
matrices of the SUðnÞ symmetry generators, respectively.
Specifically, for the case of the 2HDM, the following six
matrices may be defined:

Σ2
0;1;3 ¼ 1

2
σ0 ⊗ σ0;1;3 ⊗ σ0; Σ2

2 ¼ 1

2
σ3 ⊗ σ2 ⊗ σ0;

Σ2
4 ¼ −

1

2
σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ0; Σ2

5 ¼ −
1

2
σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ0:

ð2:7Þ

Correspondingly, for the 3HDM, we have the following
15 matrices:

Σ3
0;1;2;3;7;8 ¼ 1

2
σ0 ⊗ G0;1;4;6;3;8 ⊗ σ0;

Σ3
4;5;6 ¼ 1

2
σ3 ⊗ G2;5;7 ⊗ σ0;

Σ3
9;10;11 ¼ 1

2
σ2 ⊗ G2;5;7 ⊗ σ0;

Σ3
12;13;14 ¼ 1

2
σ1 ⊗ G2;5;7 ⊗ σ0; ð2:8Þ

where Gi are the standard Gell-Mann matrices of SU(3)
[35]. Note that the ΣA

n matrices satisfy the property

C−1ΣA
nC ¼ ðΣA

nÞT; ð2:9Þ

which means that ΣA
n are C even.

Consequently, the vectors RA
2 and RA

3 for the 2HDM and
the 3HDM cases are given by
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RA
2 ¼

0
BBBBBBBBBB@

ϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2

ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

2ϕ1

−i½ϕ†
1ϕ2 − ϕ†

2ϕ1�
ϕ†
1ϕ1 − ϕ†

2ϕ2

−½ϕT
1 iσ

2ϕ2 − ϕ†
2iσ

2ϕ�
1�

i½ϕT
1 iσ

2ϕ2 þ ϕ†
2iσ

2ϕ�
1�

1
CCCCCCCCCCA
;

RA
3 ¼

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

ϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3

ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

2ϕ1

ϕ†
1ϕ3 þ ϕ†

3ϕ1

ϕ†
2ϕ3 þ ϕ†

3ϕ2

−i½ϕ†
1ϕ2 − ϕ†

2ϕ1�
−i½ϕ†

1ϕ3 − ϕ†
3ϕ1�

−i½ϕ†
2ϕ3 − ϕ†

3ϕ2�
ϕ†
1ϕ1 − ϕ†

2ϕ2

1ffiffi
3

p ½ϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 − 2ϕ†
3ϕ3�

−½ϕT
1 iσ

2ϕ2 − ϕ†
2iσ

2ϕ�
1�

−½ϕT
1 iσ

2ϕ3 − ϕ†
3iσ

2ϕ�
1�

−½ϕT
2 iσ

2ϕ3 − ϕ†
3iσ

2ϕ�
2�

i½ϕT
1 iσ

2ϕ2 þ ϕ†
2iσ

2ϕ�
1�

i½ϕT
1 iσ

2ϕ3 þ ϕ†
3iσ

2ϕ�
1�

i½ϕT
2 iσ

2ϕ3 þ ϕ†
3iσ

2ϕ�
2�

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: ð2:10Þ

With the aid of the nð2n − 1Þ-dimensional vectors RA
n , the

potential Vn for an nHDM can be written in the quadratic
form as

Vn ¼ −
1

2
Mn

AR
A
n þ 1

4
Ln
AA0RA

nRA0
n ; ð2:11Þ

where Mn
A is the 1 × nð2n − 1Þ-dimensional mass matrix

and Ln
AA0 is a quartic coupling matrix with nð2n − 1Þ ×

nð2n − 1Þ entries. Evidently, for a Uð1ÞY-invariant nHDM
potential, the first n2 elements of Mn

A and n2 × n2 elements
of Ln

AA0 are only relevant, since the other Uð1ÞY-violating
components vanish. The general 2HDM and 3HDM
potentials with their corresponding Mn

A and Ln
AA0 are

presented in Appendix A.
The gauge-kinetic term of the Φn multiplet is given by

Tn ¼
1

2
ðDμΦnÞ†ðDμΦnÞ; ð2:12Þ

where the covariant derivative in the Φn space is

Dμ ¼ σ0 ⊗ 1n ⊗ ðσ0∂0
μ þ igwWi

μσ
i=2Þ

þ σ3 ⊗ 1n ⊗ i
gY
2
Bμσ

0: ð2:13Þ

In the limit gY → 0, the gauge-kinetic term Tn is invariant
under Spð2nÞ=Z2 ⊗ SUð2ÞL transformations of the Φn
multiplet. In general, the maximal symmetry group acting
on the Φn space in the nHDM potentials is

GΦn
n-HDM ¼ Spð2nÞ=Z2 ⊗ SUð2ÞL;

which leaves the local SUð2ÞL gauge kinetic term of Φn
canonical. The local SUð2ÞL group generators can be
represented as σ0 ⊗ 1n ⊗ ðσ1;2;3=2Þ, which commute with
all generators of the Spð2nÞ group.
Let us turn our attention to the Spð2nÞ generators KB

n ,
with B ¼ 0; 1;…; nð2nþ 1Þ − 1. They satisfy the impor-
tant relation [25]

C−1KB
nC ¼ −KB�

n ¼ −ðKB
n ÞT; ð2:14Þ

which implies that KB
n are C odd. The Spð2nÞ generators

may conveniently be expressed in terms of double tensor
products as [36]

KB
n ¼ ðσ0 ⊗ tbA ⊗ σ0; σi ⊗ taS ⊗ σ0Þ; ð2:15Þ

where taS (t
b
A) are the symmetric (antisymmetric) generators

of the SUðnÞ symmetry group. For instance, the ten
generators of Sp(4) are [25]

K0;1;3
2 ¼ 1

2
σ3 ⊗ σ0;1;3 ⊗ σ0; K2

2 ¼
1

2
σ0 ⊗ σ2 ⊗ σ0;

K4;5;8
2 ¼ 1

2
σ1 ⊗ σ0;3;1 ⊗ σ0; K6;7;9

2 ¼ 1

2
σ2 ⊗ σ0;3;1 ⊗ σ0:

ð2:16Þ

Likewise, the Sp(6) group has 21 generators, which are

K0;1;2;3;4;5
3 ¼ 1

2
σ3 ⊗ G0;1;3;4;6;8 ⊗ σ0;

K6;7;8
3 ¼ 1

2
σ0 ⊗ G2;5;7 ⊗ σ0;

K9;10;11;12;13;14
3 ¼ 1

2
σ1 ⊗ G0;1;3;4;6;8 ⊗ σ0;

K15;16;17;18;19;20
3 ¼ 1

2
σ2 ⊗ G0;1;3;4;6;8 ⊗ σ0: ð2:17Þ

It is interesting to state the Lie commutators between the
ΣA
n and KB

n generators,

½KB
n ;ΣI

n� ¼ 2ifBIJn ΣJ
n; ð2:18Þ

where I; J ¼ 1;…; nð2n − 1Þ − 1 and fBIJn is a subset of
the structure constants of the SUð2nÞ group. Employing
(2.18), we may define the Spð2nÞ generators in the
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biadjoint representation (i.e., the adjoint representation in
the bilinear formalism) as

ðTB
n ÞIJ ¼ −ifBIJn ¼ Trð½ΣI

n; KB
n �ΣJ

nÞ: ð2:19Þ

Note that the dimensionality of the biadjoint representation
differs from the standard adjoint representation. The former
representation has ð2n2 − n − 1Þ × ð2n2 − n − 1Þ dimen-
sions, whereas the latter has nð2nþ 1Þ × nð2nþ 1Þ dimen-
sions [37–40]. The generators of TB

n for Sp(4) and Sp(6)
corresponding to the 2HDM and 3HDM are presented in
Appendix B.
Knowing that Spð2nÞ is the maximal symmetry group

allows us to classify all SUð2ÞL-preserving accidental
symmetries of nHDM potentials. These symmetries can
be grouped into two categories: (i) continuous symmetries,
and (ii) discrete symmetries (Abelian and non-Abelian
symmetry groups). In the next section, we demonstrate the
structure of continuous symmetries and prime invariants
for building nHDM potentials.

III. CONTINUOUS SYMMETRIES
AND PRIME INVARIANTS

The symplectic group Spð2nÞ acts on theΦn space, such
that the bilinear vector RA

n transforms in the biadjoint
representation of Spð2nÞ defined in (2.18) and (2.19). It is
therefore essential to consider the maximal subgroups
of Spð2nÞ. Then, the accidental maximal subgroups
would be the combinations of smaller symplectic groups,
such as [41]

Spð2nÞ ⊃ Spð2pÞ ⊗ Spð2qÞ; ð3:1Þ

where pþ q ¼ n. The other maximal subgroup is

Spð2nÞ ⊃ SUðnÞ ⊗ Uð1Þ: ð3:2Þ

The breaking pattern of SUðnÞ in the maximal subgroups
are

SUðnÞ ⊃ SUðpÞ ⊗ SUðqÞ ⊗ Uð1Þ ð3:3Þ

⊃ Spð2kÞ ð3:4Þ

⊃ SOðnÞ; ð3:5Þ

with pþ qþ 1 ¼ n and n ≤ 2k. The breaking pattern for
SOðnÞ is

SOðnÞ ⊃ SOðpÞ ⊗ SOðqÞ; ð3:6Þ

where pþ q ¼ n. Note that local isomorphisms should
also be taken into account, such as

SOð3Þ ≅ SUð2Þ ≅ Spð2Þ;
SOð4Þ ≅ SUð2Þ ⊗ SUð2Þ;
SOð5Þ ≅ Spð4Þ;
SOð6Þ ≅ SUð4Þ:

Following this procedure, it is straightforward to identify
all accidental continuous symmetries for nHDM potentials.
For the simplest case, i.e., that of the 2HDM, the above
breaking chain gives rise to the following continuous
symmetries [25]:

ðaÞ Spð4Þ ≅ SOð5Þ;
ðbÞ Spð2Þ ⊗ Spð2Þ ≅ SOð4Þ;
ðcÞ Spð2Þ ≅ SOð3Þ;
ðdÞ SUð2ÞHF ≅ Oð3Þ ⊗ Oð2Þ;
ðeÞ SOð2ÞÞHF ≅ Z2 ⊗ ½Oð2Þ�2;
ðfÞUð1ÞPQ ⊗ Spð2Þ ≅ Oð2Þ ⊗ Oð3Þ;
ðgÞUð1ÞPQ ⊗ Uð1ÞY ≅ Oð2Þ ⊗ Oð2Þ; ð3:7Þ

where HF indicates Higgs family symmetries that only
involve the elements of Φ ¼ ðϕ1;ϕ2;…;ϕnÞT and not their
complex conjugates. In the case of 3HDM, the maximal
symmetry is Sp(6), so in addition to all symmetries in (3.7)
we find

ðhÞ Spð6Þ;
ðiÞ Spð4Þ ⊗ Spð2Þ;
ðjÞ Spð2Þ ⊗ Spð2Þ ⊗ Spð2Þ;
ðkÞ SUð3Þ ⊗ Uð1Þ;
ðlÞ SOð3Þ: ð3:8Þ

We may now construct accidentally symmetric nHDM
potentials in terms of fundamental building blocks that
respect the symmetries. To this end, we introduce the
invariants Sn, D2

n, and T2
n. In detail, Sn is defined as

Sn ¼ Φ†
nΦn; ð3:9Þ

which is invariant under both the SUðnÞL ⊗ Uð1ÞY gauge
group and Spð2nÞ. Moreover, we define the SUð2ÞL-
covariant quantity Da

n in the HF space as

Da
n ¼ Φ†σaΦ: ð3:10Þ

Under an SUð2ÞL gauge transformation, Da
n → D0a

n ¼
OabDb

n, where O ∈ SOð3Þ. Hence, the quadratic quantity
D2

n ≡Da
nDa

n is both gauge and SUðnÞ invariant. Finally, we
define the auxiliary quantity Tn in the HF space as

Tn ¼ ΦΦT; ð3:11Þ
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which transforms as a triplet under SUð2ÞL, i.e., Tn →
T 0
n ¼ ULTnUT

L. As a consequence, a proper prime invariant
may be defined as T2

n ≡ TrðTT�Þ, which is also both gauge
and SOðnÞ invariant.
In addition to the above maximal prime invariants, it is

useful to define minimal invariants. For instance, prime
invariants that respect Sp(2) can be derived from the

doublets
� ϕi

iσ2ϕ�
i

�
and

� ϕi

iσ2ϕ�
j

�
,

Sij ¼ ðϕ†
i ;−iϕT

i σ
2 Þ
� ϕj

iσ2ϕ�
j

�
¼ ϕ†

iϕj þ ϕ†
jϕi;

S0ij ¼ ðϕ†
i ;−iϕT

j σ
2 Þ
�

ϕi

iσ2ϕ�
j

�
¼ ϕ†

iϕi þ ϕ†
jϕj: ð3:12Þ

Likewise, to obtain minimal SUð2Þ ⊗ Uð1Þ invariants

from
� ϕi

ϕj

�
and

� ϕi

iσ2ϕ�
j

�
, we define

Da
ij ¼ ðϕ†

i ;ϕ
†
j Þσa

�
ϕi

ϕj

�
¼ ϕ†

i σ
aϕi þ ϕ†

jσ
aϕj ¼ Da

ji;

D0a
ij ¼ ðϕ†

i ;−iϕT
j σ

2 Þσa
�

ϕi

iσ2ϕ�
j

�

¼ ϕ†
i σ

aϕi − ϕ†
jσ

aϕj ¼ −D0a
ji ; ð3:13Þ

where the identity σ2σaσ2 ¼ −ðσaÞT has been used.
By analogy, to construct an SO(2)-invariant expression

from the doublet
� ϕi

ϕj

�
, we may use quantities such as

Tij ¼ ϕiϕ
T
i þ ϕjϕ

T
j ¼ Tji: ð3:14Þ

Moreover, extra prime invariants can be constructed from� ϕi

iσ2ϕ�
i

�
and

� ϕj

iσ2ϕ�
j

�
, e.g.,

Sij ¼ ϕ†
iϕj þ ðiσ2ϕ�

i Þ†ðiσ2ϕ�
jÞ|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}

ϕT
i ϕ

�
j

¼ ϕ†
iϕj þ ϕ†

jϕi; ð3:15Þ

iD00a
ij ¼ ϕ†

i σ
aϕj þ ðiσ2ϕ�

i Þ†σaðiσ2ϕ�
jÞ ¼ ϕ†

i σ
aϕj − ϕ†

jσ
aϕi:

ð3:16Þ

Note that D00a
ij D

00a
ij depends on Sij and Sii;jj, since

−D002
ij ¼ S2ij − ðϕ†

iϕjÞðϕ†
jϕjÞ ¼ S2ij − SiiSjj: ð3:17Þ

Observe that Tij and Sij are not invariant under phase
reparametrizations, ϕi → eiαiϕi, and so they need to be
appropriately combined with their complex conjugates.

We are now able to build a symmetric scalar potential
Vsym in terms of prime invariants as follows:

Vsym ¼ −μ2Sn þ λSS2n þ λDD2
n þ λTT2

n: ð3:18Þ

Obviously, the simplest form of the nHDM potentials
obeys the maximal symmetry Spð2nÞ, which has the same
form as the SM potential,

VSM ¼ −μ2ðϕ†ϕÞ þ λðϕ†ϕÞ2;

with a single mass term and a single quartic coupling. For
example, the 2HDM Sp(4)-invariant potential, the so-called
MS-2HDM is given by [29]

VMS-2HDM ¼ −μ21ðjϕ1j2 þ jϕ2j2Þ þ λ1ðjϕ1j2 þ jϕ2j2Þ2;
ð3:19Þ

with the obvious relations among the parameters,

μ21 ¼ μ22; m2
12 ¼ 0; 2λ2 ¼ 2λ1 ¼ λ3;

λ4 ¼ Reðλ5Þ ¼ λ6 ¼ λ7 ¼ 0: ð3:20Þ

Note that the functional form of the potential in (3.19)
is V ¼ V½S2� ¼ V½S11 þ S22�.
Similarly, the 3HDM potential invariant under Spð6Þ=Z2

will be a function of the symmetric block S3 ¼ S11þ
S22 þ S33, i.e.,

VMS-3HDM ¼ −μ21ðjϕ1j2 þ jϕ2j2 þ jϕ3j2Þ
þ λ11ðjϕ1j2 þ jϕ2j2 þ jϕ3j2Þ2; ð3:21Þ

where the nonzero parameters are

μ1¼μ2¼μ3; λ11¼ λ22¼ λ33¼2λ1122¼2λ1133¼2λ2233:

Remarkably, the MS-nHDM potentials obey naturally the
SM-alignment constraints, and all quartic couplings of the
MS-nHDM potential can vanish simultaneously [27,29].
Another example is the SUð3Þ ⊗ Uð1Þ-invariant 3HDM

potential. The corresponding symmetric blocks are S3 ¼
S11 þ S22 þ S33 andD2

3 ¼ D2
12 þD2

13 þD2
23, given in (3.9)

and (3.10), respectively. Therefore, the SUð3Þ ⊗ Uð1Þ-
invariant 3HDM potential takes on the form

VSUð3Þ⊗Uð1Þ ¼−μ21ðjϕ1j2þjϕ2j2þjϕ3j2Þ
þλ11ðjϕ1j4þjϕ2j4þjϕ3j4Þ
þλ1122ðjϕ1j2jϕ2j2þjϕ1j2jϕ3j2þjϕ2j2jϕ3j2Þ
þð2λ11−λ1122Þðjϕ†

1ϕ2j2þjϕ†
1ϕ3j2þjϕ†

2ϕ3j2Þ;
ð3:22Þ

with the following relations between the parameters:
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μ1 ¼ μ2 ¼ μ3;

λ11 ¼ λ22 ¼ λ33;

λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233;

λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332 ¼ 2λ11 − λ1122:

This method can be applied to all continuous symmetries
of nHDM potentials. We present all explicit symmetric
blocks under all continuous symmetries for the 2HDM and
the 3HDM potentials in Appendix C. The complete list of
accidental symmetries for the 2HDM and 3HDM poten-
tials, along with the relations among the nonzero param-
eters, are exhibited in Tables I and II.

IV. DISCRETE SYMMETRIES AND IRREDUCIBLE
REPRESENTATIONS

As discussed in Sec. II, Spð2nÞ is the maximal symmetry
group for nHDM potentials. This will help us to classify all
SUð2ÞL-preserving accidental symmetries of such poten-
tials. In addition to continuous symmetries shown in
Sec. III, there are also discrete symmetries as subgroups
of continuous symmetries. Known examples of this type
are the standard charge-parity (CP) symmetry, the cyclic
discrete group Zn, the permutation group Sn, or a product of
them possibly combining with continuous symmetries. In
general, these discrete symmetries can be grouped into
Abelian and non-Abelian symmetry groups. In this section,
we discuss all possible and known discrete symmetries for
nHDM potentials, including our approach to build nHDM
potentials
by employing irreducible representations of discrete sym-
metry groups.

A. Abelian discrete symmetries

To start with, let us first consider the Abelian discrete
symmetry groups [42,43]

Z2; Z3; Z4; Z2 × Z2;…; Zn;…; ð4:1Þ

where Zn ¼ f1;ω;…;ωðn−1Þg with ωn ¼ 1. Note that iff n
and m have no common prime factor, the product Zn × Zm
is identical to Zn×m. These discrete symmetries can be
imposed to restrict the independent theoretical parameters
of the model. For example, in the 2HDM, the Z2 symmetry
is invoked to avoid flavor changing neutral currents [44] or
to ensure the stability of dark matter [45].
In addition to these discrete symmetries, there are

generalized CP (GCP) transformations defined as

GCP½ϕi� ¼ Gijϕ
�
j ; ð4:2Þ

withGij ∈ SUðnÞ × Uð1Þ, where U(1) can always be elimi-
nated by Uð1ÞY transformation. The GCP transformations
realize different types of CP symmetry. For example, in the

case of the 2HDM (3HDM), there are two types of CP
symmetries: (i) standard CP or CP1: ϕ1;2ðϕ3Þ → ϕ�

1;2ðϕ�
3Þ,

and (ii) nonstandard CP or CP2: ϕ1 → ϕ�
2, ϕ2 → −ϕ�

1

(ϕ3 → ϕ�
3) [46,47].

1 In general, without continuous group
factors, the discrete symmetries for the 2HDM are CP1,
CP2, and Z2. The generators of these discrete symmetries
can be expressed in terms of double tensor products as

ΔCP1 ¼ σ2 ⊗ σ0 ⊗ σ2; ð4:3Þ

ΔCP2 ¼ iσ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2; ð4:4Þ

ΔZ2
¼ σ0 ⊗ σ3 ⊗ σ0: ð4:5Þ

In the bilinear RA
2 space, the transformation matrices (or the

generating group elements) associated with CP1, CP2,
and Z2 discrete symmetries are given by

DCP1 ¼ diagð1;−1; 1; 1;−1Þ; ð4:6Þ

DCP2 ¼ diagð−1;−1;−1; 1;−1Þ; ð4:7Þ

DZ2
¼ diagð−1;−1; 1;−1;−1Þ: ð4:8Þ

where the Uð1ÞY-conserving elements are denoted in
boldface.
Let us turn our attention to the 3HDM potential. In this

case, the corresponding CP1 discrete symmetry can be
represented as

ΔCP1 ¼ σ2 ⊗ G0 ⊗ σ2; ð4:9Þ

resulting in the following transformation matrix in the RA
3

space:

DCP1 ¼ diagð1; 1; 1;−1;−1;−1; 1; 1; 1; 1; 1;−1;−1;−1Þ:
ð4:10Þ

On the other hand, CP2 discrete symmetries may be
given by

ΔCP2 ¼
�

0 −iḠ2 ⊗ σ2

iḠ2� ⊗ σ2 0

�
; ð4:11Þ

with [48]

1In some of the earlier literature, there has been a third class of
CP symmetries called CP3 which relies on SOð2ÞHF [or SOð3ÞHF
for a 3HDM potential] and the standard CP symmetry. However,
continuous SOðnÞHF symmetries lead automatically to CP-
invariant nHDM potentials, without introducing further restric-
tions on the theoretical parameters. In other words, CP1 is an
emergent symmetry that results from SOðnÞHF, so CP3 should not
be regarded as a new CP symmetry.
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Ḡ2 ¼

0
BB@

0 −1 0

1 0 0

0 0 eiα

1
CCA; ð4:12Þ

where the phase eiα is an arbitrary phase factor. This results in the following transformation matrix in the bilinear RA
3 space

(dots stand for zero elements):

DCP2¼

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : −cosα : : sinα : : : : : : : :

: cosα : : −sinα : : : : : : : : :

: : : −1 : : : : : : : : : :

: : sinα : : cosα : : : : : : : :

: −sinα : : −cosα : : : : : : : : :

: : : : : : −1 : : : : : : :

: : : : : : : 1 : : : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

: : : : : : : : : : −cosα : : sinα

: : : : : : : : : cosα : : −sinα :

: : : : : : : : : : : −1 : :

: : : : : : : : : : −sinα : : cosα

: : : : : : : : : sinα : : −cosα :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

ð4:13Þ

Note that the CP2 transformation matrixDCP2 in the bilinear RA
3 space is nondiagonal, contrary to the 2HDM case. We must

remark here that in the case of 2HDM, Δ2
CP2 ¼ −18 ≠ 18 and Δ4

CP2 ¼ 18, and in the bilinear space D2
CP2 ¼ 16. However, in

the case of the 3HDM, we have Δ2
CP2 ≠ −112, Δ4

CP2 ¼ 112, and D4
CP2 ¼ 114, in agreement with a property termed CP4

in [48]. Without loss of generality, we set α ¼ 0.
In addition, there are several Abelian discrete symmetries for the 3HDM potential [49], i.e.,

Z2; Z0
2; Z3; Z4; Z2 × Z2: ð4:14Þ

The generators of these Abelian discrete symmetries are given by

ΔZ2
¼ σ0 ⊗ z2 ⊗ σ0; ΔZ0

2
¼ σ0 ⊗ z02 ⊗ σ0;

ΔZ3
¼ diag½z3 ⊗ σ0; z3� ⊗ σ0�; ΔZ4

¼ diag½z4 ⊗ σ0; z4� ⊗ σ0�; ð4:15Þ

where

z2 ¼ diag½1;−1; 1�; z02 ¼ diag½1;−1;−1�;
z3 ¼ diag½ω2;ω; 1�; z4 ¼ diag½i;−i; 1�; ð4:16Þ

with ω ¼ ei2π=3. In the bilinear RA
3 space, as a result of flipping the sign of the one or two doublets, the following diagonal

transformation matrices for the discrete symmetries Z2 and Z0
2 may be derived:

DZ2
¼ diagð−1; 1;−1;−1; 1;−1; 1; 1;−1; 1;−1;−1; 1;−1Þ; ð4:17Þ

DZ0
2
¼ diagð−1;−1; 1;−1;−1; 1; 1; 1;−1;−1; 1;−1;−1; 1Þ: ð4:18Þ
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In the same way, the transformation matrices for Z3 and Z4 may be represented by the nondiagonal matrices

DZ3
¼1

2

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

−1 : :
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : : : :

: −1 : : −
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : : :

: : −1 : :
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : :

−
ffiffiffi
3

p
: : −1 : : : : : : : : : :

:
ffiffiffi
3

p
: : −1 : : : : : : : : :

: : −
ffiffiffi
3

p
: : −1 : : : : : : : :

: : : : : : 2 : : : : : : :

: : : : : : : 2 : : : : : :

: : : : : : : : 2 : : : : :

: : : : : : : : : −1 : :
ffiffiffi
3

p
:

: : : : : : : : : : −1 : : −
ffiffiffi
3

p

: : : : : : : : : : : 2 : :

: : : : : : : : : −
ffiffiffi
3

p
: : −1 :

: : : : : : : : : :
ffiffiffi
3

p
: : −1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; ð4:19Þ

DZ4
¼1

2

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : −1 : : : : : : : : : :

: −1 : : : : : : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : 1 : : : : : : :

: : : : : : : 1 : : : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : 1 : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

ð4:20Þ

Now, with the help of the D-transformation matrices, we
can construct accidentally symmetric nHDM potentials.
For example, in the case of Z4 symmetry, applying the
transformation matrix DZ4

on the Uð1ÞY-conserving ele-
ments of RA

3 yields

R1
3 → −R1

3; R5
3 → −R2

3;

R2
3 → þR5

3; R6
3 → þR3

3;

R3
3 → −R6

3; R7
3 → þR7

3;

R4
3 → −R4

3; R8
3 → þR8

3: ð4:21Þ

Therefore, all possible combinations Ri
3R

j
3 (i; j ¼ 1;…; 8)

that respect the Z4 symmetry may be obtained as

ðR1
3Þ2; ðR4

3Þ2; R1
3R

4
3; ðR7

3Þ2; ðR8
3Þ2; R7

3R
8
3;

R1;4½ðR2
3 �R3

3Þ− ðR5
3 ∓ R6

3Þ�; ðR5
3 �R6

3Þ2 þ ðR2
3 ∓ R3

3Þ2:
ð4:22Þ

These combinations lead to the following Z4-invariant
3HDM potential:

VZ4
¼ −μ21jϕ1j2 − μ22jϕ2j2 − μ23jϕ3j2
þ λ11jϕ1j4 þ λ22jϕ2j4 þ λ33jϕ3j4
þ λ1122jϕ1j2jϕ2j2 þ λ1133jϕ1j2jϕ3j2 þ λ2233jϕ2j2jϕ3j2
þ λ1221jϕ†

1ϕ2j2 þ λ1331jϕ†
1ϕ3j2 þ λ2332jϕ†

2ϕ3j2
þ λ1323ðϕ†

1ϕ3Þðϕ†
2ϕ3Þ þ λ�1323ðϕ†

3ϕ1Þðϕ†
3ϕ2Þ

þ λ1212
2

ðϕ†
1ϕ2Þ2 þ

λ�1212
2

ðϕ†
2ϕ1Þ2; ð4:23Þ

where the complex phase of λ1212 can be rotated away by a
field redefinition.
In the same fashion, we can use this procedure to

construct nHDM potentials invariant under all Abelian
discrete symmetries. Tables I and II give the parameter
relations of the 2HDM and 3HDM potentials constrained
by these symmetries.

B. Non-Abelian discrete symmetries

Non-Abelian discrete symmetries constitute another
class of discrete symmetries, which may be thought of
as combinations of Abelian discrete symmetries. The most
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familiar non-Abelian groups can be summarized as fol-
lows [20,50]:

(i) Permutation group SN . The best known non-
Abelian discrete groups are the permutation groups.
The order of this group is N!. An S2 group is an
Abelian symmetry group and consists of a permu-
tation in the form ðx1; x2Þ → ðx2; x1Þ. Thus, the
lowest order non-Abelian group is S3.

(ii) Alternating group AN . This group consists of only
even permutations of SN , and thus, its order is N!=2.
The smallest non-Abelian group of this class is A4

since A3 ≅ Z3.
(iii) Dihedral group DN . This group is also denoted

as Δð2NÞ and its order is 2N. The DN group is
isomorphic to ZN⋊Z2 that consists of the cyclic
rotation ZN and its reflections. Note that D3 ≅ S3.

(iv) Binary dihedral group Q2N . This group, which is
also called quaternion group, is a double cover of
DN symmetry group and its order is 4N.

(v) Tetrahedral group TN . This group is of order 3N
and isomorphic to ZN⋊Z3, where N is any prime
number. The smallest non-Abelian discrete sym-
metry of this type is T7. This would imply that a TN-
symmetric nHDM potential will also be symmetric
under Z7.

(vi) Dihedral-like groups. These generic groups obey the
following isomorphisms:

Σð2N2Þ ≅ ðZN × Z0
NÞ⋊Z2;

Δð3N2Þ ≅ ðZN × Z0
NÞ⋊Z3;

Σð3N3Þ ≅ ðZN × Z0
N × Z00

NÞ⋊Z3;

Δð6N2Þ ≅ ðZN × Z0
NÞ⋊S3: ð4:24Þ

The simplest groups of this type are Σð2Þ ≅ Z2,
Δð6Þ ≅ S3, Δð24Þ ≅ S4, Δð12Þ ≅ A4, and Σð24Þ ≅
Z2 × Δð12Þ.

(vii) Crystal-like groups ΣðMϕÞ, with ϕ ¼ 1, 2, 3. These
groups are of order M and are given by

Σð60ϕÞ; Σð168ϕÞ; Σð36ϕÞ;
Σð72ϕÞ; Σð216ϕÞ; Σð360ϕÞ; ð4:25Þ

where Σð60Þ ≅ A5 and Σð216Þ ≅ A4.
The decomposition of tensor products of three-

dimensional irreducible representations of these groups
are given in Appendix D. Note that imposing many of
these symmetry groups lead to identical potentials or to
potentials that are invariant under continuous symmetries.
These non-Abelian discrete symmetries can be the sym-
metry of nHDM potentials for sufficiently large n, as
discussed in Sec. III.
In the case of the 3HDM, the complete list of non-

Abelian discrete symmetries has been reported in [20–24].
There are two non-Abelian discrete symmetries as

subgroups of SO(3), namely D3 and D4. In addition,
there are non-Abelian discrete symmetries as subgroups
of SU(3),

A4; S4; fΣð18Þ;Δð27Þ;Δð54Þg;Σð36Þ; ð4:26Þ

where the symmetry groups stacked in curly brackets produce
identical potentials. Here, we discuss the cases D3 and A4,
while the description of the rest of these types of symmetries
for the 3HDM potential may be found in Appendix D.
Let us start with the smallest non-Abelian discrete group

D3 ≅ S3. The irreducible representations of the D3 sym-
metry group can be expressed by two singlets, 1 and 10, and
one doublet 2. The 2 ⊗ 2 tensor product of this group
decomposes as

D3∶ 2 ⊗ 2 ¼ 1 ⊕ 10 ⊕ 2: ð4:27Þ

Moreover, the generators of D3 discrete symmetry group
should satisfy the conditions: g31 ¼ 1, g22 ¼ 1, and g1 · g2 ¼
g2 · ðg1 · g1Þ. Thus, two generators ofD3 in terms of double
tensor products are given by

Δ1
D3

¼ diag½g1 ⊗ σ0; g1� ⊗ σ0�; Δ2
D3

¼ σ0 ⊗ g2 ⊗ σ0;

ð4:28Þ

where

g1¼

0
BB@
ω2 0 0

0 ω 0

0 0 1

1
CCA; g2¼

0
BB@

0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

1
CCA: ð4:29Þ

Imposing D3 on the U(1)-conserving part of the RA
3 vector

will lead to the following linear decomposition:

1∶ ðR0
3 Þ;

10∶ðR7
3 Þ;

100∶ðR8
3 Þ;

2∶
�
R1
3

R4
3

�
; 200∶

�
R2
3 þ R6

3

R3
3 þ R5

3

�
;

20∶
�−R2

3 − R3
3

R5
3 − R6

3

�
; 2000∶

�
R2
3 − R6

3

R3
3 − R5

3

�
:

ð4:30Þ
Note that in the bilinear space, there are three singlets
1, 10, and 100, and two doublets, 2 and 20. Thus, given the
irreducible representations in (4.30), we may parametrize
the D3-invariant 3HDM potential as follows:

VD3
¼ −M11 −M2100 þ Λ012 þ Λ1102 þ Λ21002

þ Λ31 · 100 þ Λ42T · 2þ Λ520T · 20

þ Λ62T · 20 þ Λ7200T · 200 þ Λ82000T · 2000: ð4:31Þ
This can be rewritten as
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VD3
¼ −μ21ðjϕ1j2 þ jϕ2j2Þ − μ23jϕ3j2
þ λ11ðjϕ1j4 þ jϕ2j4Þ þ λ33jϕ3j4
þ λ1122jϕ1j2jϕ2j2 þ λ1133ðjϕ1j2jϕ3j2 þ jϕ2j2jϕ3j2Þ
þ λ1221jϕ†

1ϕ2j2 þ λ2332ðjϕ†
2ϕ3j2 þ jϕ†

1ϕ3j2Þ
þ λ2131ððϕ†

2ϕ1Þðϕ†
3ϕ1Þ − ðϕ†

1ϕ2Þðϕ†
3ϕ2Þ

þ ðϕ†
1ϕ2Þðϕ†

1ϕ3Þ − ðϕ†
2ϕ1Þðϕ†

2ϕ3ÞÞ
þ λ1323ðϕ†

1ϕ3Þðϕ†
2ϕ3Þ þ λ�1323ðϕ†

3ϕ1Þðϕ†
3ϕ2Þ; ð4:32Þ

where λ1323 is complex while all other couplings are real.
Another example of a non-Abelian discrete symmetry

for the 3HDM potential is A4, which is a subgroup of
SU(3). This symmetry group consists of three singlets, 1,
10, and 100, and one triplet 3. The 3 ⊗ 3 tensor product of A4

decomposes:

A4∶ 3 ⊗ 3 ¼ 1 ⊕ 10 ⊕ 100 ⊕ 3 ⊕ 30: ð4:33Þ

The generators of the A4 discrete symmetry group in terms
of double tensor products are

Δ1
A4

¼ σ0 ⊗ g1 ⊗ σ0; Δ2
A4

¼ σ0 ⊗ g2 ⊗ σ0; ð4:34Þ

where

g1 ¼

0
BB@

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1
CCA; g2 ¼

0
BB@

1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

1
CCA ð4:35Þ

satisfy the conditions g31 ¼ g22 ¼ ðg1 · g2Þ3 ¼ 1. The
A4-symmetric blocks in the bilinear space can be repre-
sented as

1∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3 Þ;

10∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ω2ϕ†

2ϕ2 þ ωϕ†
3ϕ3 Þ;

100∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ωϕ†

2ϕ2 þ ω2ϕ†
3ϕ3 Þ;

3∶

0
BB@

R1
3

R2
3

R3
3

1
CCA; 30∶

0
BB@

R4
3

−R5
3

R6
3

1
CCA: ð4:36Þ

Thus, an A4-invariant 3HDM potential may be written as

VA4
¼ −M1þ Λ012 þ Λ110� · 100 þ Λ23T · 3

þ Λ330T · 30 þ Λ430T · 3: ð4:37Þ

Equivalently, the A4-symmetric potential can be rewritten
as follows:

VA4
¼−μ21ðjϕ1j2þjϕ2j2þjϕ3j2Þþλ11ðjϕ1j4þjϕ2j4þjϕ3j4Þ

þλ1122ðjϕ1j2jϕ2j2þjϕ1j2jϕ3j2þjϕ2j2jϕ3j2Þ
þλ1221ðjϕ†

1ϕ2j2þjϕ†
1ϕ3j2þjϕ†

2ϕ3j2Þ

þλ1212
2

ððϕ†
1ϕ2Þ2þðϕ†

1ϕ3Þ2þðϕ†
2ϕ3Þ2Þ

þλ�1212
2

ððϕ†
2ϕ1Þ2þðϕ†

3ϕ1Þ2þðϕ†
3ϕ2Þ2Þ: ð4:38Þ

In a similar way, the remaining 3HDM potentials that are
invariant under non-Abelian discrete symmetries may be
obtained. These are presented in Appendix D.
In Tables I and II, we present all SUð2ÞL-preserving

accidental symmetries for the 2HDM and the 3HDM
potentials. The 2HDM potential has a total number of
13 accidental symmetries [34], of which 6 preserve Uð1ÞY
[46,47,51] and 7 are custodially symmetric [25]. Given the
isomorphism of the Lie algebras: SOð5Þ ∼ Spð4Þ, the
maximal symmetry group of the 2HDM in the original
Φ-field space is GΦ

2HDM ¼ ½Spð4Þ=Z2� ⊗ SUð2ÞL [25].
For the case of the 3HDM potential, we find that there

exists a total number of 40 SUð2ÞL-preserving accidental
symmetries, of which 18 preserve Uð1ÞY and 22 are
custodially symmetric. The maximal symmetry group of
the 3HDM potential in the original Φ-field space is
GΦ

3HDM ¼ ½Spð6Þ=Z2� ⊗ SUð2ÞL [25]. Note that the 40
accidental symmetries are subgroups of Sp(6).

V. CONCLUSIONS

The nHDM potentials may realize a large number of
SUð2ÞL-preserving accidental symmetries as subgroups of
the symplectic group Spð2nÞ. We have shown that there
are two sets of symmetries: (i) continuous symmetries and
(ii) discrete symmetries (Abelian and non-Abelian sym-
metry groups). For the continuous symmetries, we have
offered an algorithmic method that provides the full list of
proper, improper, and semisimple subgroups for any given
integer n. We have also included all known discrete
symmetries in nHDM potentials.
Having defined the biadjoint representation of the

Spð2nÞ symmetry group, we introduced prime invariants
and irreducible representations in the bilinear field space
to construct the scalar sector of nHDM potentials. These
quantities have been systematically used to construct
accidentally symmetric nHDM potentials by employing
fundamental building blocks that respect the symmetries.
Using the method presented in this paper, we have been

able to classify all symmetries and the relations among
the theoretical parameters of the scalar potential for the
following: (i) the 2HDM and (ii) the 3HDM. For the 2HDM
potential, we recover the maximum number of 13 acci-
dental symmetries. For the 3HDM potential, we derive for
the first time to our knowledge the complete list of 40
accidental symmetries.
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Our approach can be systematically applied to nHDM
potentials, with n > 3, once all possible discrete sym-
metries have been identified.
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APPENDIX A: THE 2HDM AND THE
3HDM POTENTIALS

In Sec. II, we have shown that the potential Vn for an
nHDM can be written down in the quadratic form with the
help of nð2n − 1Þ-vector RA

n as

Vn ¼ −
1

2
Mn

AR
A
n þ 1

4
Ln
AA0RA

nRA0
n ;

whereMn
A is the mass matrix and Ln

AA0 is a quartic coupling
matrix.
In the case of 2HDM, the general potential is given by

V2HDM ¼ −μ21ðϕ†
1ϕ1Þ − μ22ðϕ†

2ϕ2Þ − ½m2
12ðϕ†

1ϕ2Þ þ H:c:�
þ λ1ðϕ†

1ϕ1Þ2 þ λ2ðϕ†
2ϕ2Þ2 þ λ3ðϕ†

1ϕ1Þðϕ†
2ϕ2Þ þ λ4ðϕ†

1ϕ2Þðϕ†
2ϕ1Þ

þ
�
1

2
λ5ðϕ†

1ϕ2Þ2 þ λ6ðϕ†
1ϕ1Þðϕ†

1ϕ2Þ þ λ7ðϕ†
1ϕ2Þðϕ†

2ϕ2Þ þ H:c:

	
: ðA1Þ

Thus, in the bilinear formalism, the mass M2
A and the quartic couplings L2

AA0 matrices for the 2HDM potential assume the
following forms [25]:

M2
A ¼ ðμ21 þ μ22; 2Reðm2

12Þ;−2Imðm2
12Þ; μ21 − μ22; 0; 0Þ ðA2Þ

and

L2
AA0 ¼

0
BBBBBBBB@

λ1þλ2þλ3 Reðλ6þλ7Þ −Imðλ6þλ7Þ λ1−λ2 : :

Reðλ6þλ7Þ λ4þReðλ5Þ −Imðλ5Þ Reðλ6−λ7Þ : :

−Imðλ6þλ7Þ −Imðλ5Þ λ4−Reðλ5Þ −Imðλ6−λ7Þ : :
λ1−λ2 Reðλ6−λ7Þ −Imðλ6−λ7Þ λ1þλ2−λ3 : :

: : : : : :

: : : : : :

1
CCCCCCCCA
: ðA3Þ

Evidently, for aUð1ÞY-invariant 2HDM potential, not all the elements ofM2
A and L

2
AA0 are nonzero, but only those for which

A; A0 ¼ 0, 1, 2, 3.
In the case of 3HDM, the general potential has the following form:

V3HDM ¼ −μ21ðϕ†
1ϕ1Þ − μ22ðϕ†

2ϕ2Þ − μ23ðϕ†
3ϕ3Þ − ½m2

12ðϕ†
1ϕ2Þ þm2

13ðϕ†
1ϕ3Þ

þm2
23ðϕ†

2ϕ3Þ þ H:c:� þ λ11ðϕ†
1ϕ1Þ2 þ λ22ðϕ†

2ϕ2Þ2 þ λ33ðϕ†
3ϕ3Þ2

þ λ1122ðϕ†
1ϕ1Þðϕ†

2ϕ2Þ þ λ1133ðϕ†
1ϕ1Þðϕ†

3ϕ3Þ þ λ2233ðϕ†
2ϕ2Þðϕ†

3ϕ3Þ
þ λ1221ðϕ†

1ϕ2Þðϕ†
2ϕ1Þ þ λ1331ðϕ†

1ϕ3Þðϕ†
3ϕ1Þ þ λ2332ðϕ†

2ϕ3Þðϕ†
3ϕ2Þ

þ
�
λ1212
2

ðϕ†
1ϕ2Þ2 þ

λ1313
2

ðϕ†
1ϕ3Þ2 þ

λ2323
2

ðϕ†
2ϕ3Þ2

þ λ1213ðϕ†
1ϕ2Þðϕ†

1ϕ3Þ þ λ2113ðϕ†
2ϕ1Þðϕ†

1ϕ3Þ þ λ1323ðϕ†
1ϕ3Þðϕ†

2ϕ3Þ
þ λ1332ðϕ†

1ϕ3Þðϕ†
3ϕ2Þ þ λ2123ðϕ†

2ϕ1Þðϕ†
2ϕ3Þ þ λ1223ðϕ†

1ϕ2Þðϕ†
2ϕ3Þ

þ λ1112ðϕ†
1ϕ1Þðϕ†

1ϕ2Þ þ λ2212ðϕ†
2ϕ2Þðϕ†

1ϕ2Þ þ λ1113ðϕ†
1ϕ1Þðϕ†

1ϕ3Þ
þ λ1123ðϕ†

1ϕ1Þðϕ†
2ϕ3Þ þ λ2213ðϕ†

2ϕ2Þðϕ†
1ϕ3Þ þ λ2223ðϕ†

2ϕ2Þðϕ†
2ϕ3Þ

þ λ3312ðϕ†
3ϕ3Þðϕ†

1ϕ2Þ þ λ3313ðϕ†
3ϕ3Þðϕ†

1ϕ3Þ þ λ3323ðϕ†
3ϕ3Þðϕ†

2ϕ3Þ þ H:c:

	
: ðA4Þ
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In the bilinear formalism for this model, the mass M3
A and the quartic couplings L3

AA0 matrices are given by

M3
A ¼

�
μ21 þ μ22 þ μ23; 2Reðm2

12Þ; 2Reðm2
13Þ; 2Reðm2

23Þ;−2Imðm2
12Þ;−2Imðm2

13Þ;

− 2Imðm2
23Þ; μ21 − μ22;

1ffiffiffi
3

p ðμ21 þ μ22 − 2μ23Þ; 0; 0; 0; 0; 0; 0
�

ðA5Þ

and

L3
AA0 ¼

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

a00 a01 a02 a03 a04 a05 a06 a07 a08 : : : : : :

a01 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 : : : : : :

a02 a12 a22 a23 a24 a25 a26 a27 a28 : : : : : :

a03 a13 a23 a33 a34 a35 a36 a37 a38 : : : : : :

a04 a14 a24 a34 a44 a45 a46 a47 a48 : : : : : :

a05 a15 a25 a35 a45 a55 a56 a57 a58 : : : : : :

a06 a16 a26 a36 a46 a56 a66 a67 a68 : : : : : :

a07 a17 a27 a37 a47 a57 a67 a77 a78 : : : : : :

a08 a18 a28 a38 a48 a58 a68 a78 a88 : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; ðA6Þ

with L3
AA0 ¼ L3

A0A and A; A0 ¼ 0; 1;…; 14. The nonzero elements of L3
AA0 are

a00 ¼ 4
9
ðλ11 þ λ1122 þ λ1133 þ λ22 þ λ2233 þ λ33Þ, a01 ¼ 2

3
Reðλ1112 þ λ2212 þ λ3312Þ,

a02 ¼ 2
3
Reðλ1113 þ λ2213 þ λ3313Þ, a03 ¼ 2

3
Reðλ1123 þ λ2223 þ λ3323Þ,

a04 ¼ − 2
3
Imðλ1112 þ λ2212 þ λ3312Þ, a05 ¼ − 2

3
Imðλ1113 þ λ2213 þ λ3313Þ,

a06 ¼ − 2
3
Imðλ1123 þ λ2223 þ λ3323Þ, a07 ¼ 1

3
ð2λ11 þ λ1133 − 2λ22 − λ2233Þ,

a08 ¼
ffiffi
3

p
9
½2λ11 þ 2λ1122 − λ1133 þ 2λ22 − λ2233 − 4λ33�, a11 ¼ Reðλ1212Þ þ λ1221,

a12 ¼ Reðλ1213 þ λ2113Þ, a13 ¼ Reðλ1223 þ λ2123Þ,
a14 ¼ −Imðλ1212Þ, a15 ¼ Imðλ2113 − λ1213Þ,
a16 ¼ Imðλ2123 − λ1223Þ, a17 ¼ Reðλ1112 − λ2212Þ,
a18 ¼ 1ffiffi

3
p Reðλ1112 þ λ2212 − 2λ3312Þ, a22 ¼ Reðλ1313Þ þ 2λ1331,

a23 ¼ 2Reðλ1323 þ λ1332Þ, a24 ¼ Imðλ2113 − λ1213Þ,
a25 ¼ −Imðλ1313Þ, a26 ¼ Imðλ1332 − λ1323Þ,
a27 ¼ Reðλ1113 − λ2213Þ, a28 ¼ 1ffiffi

3
p Reðλ1113 þ λ2213 − 2λ3313Þ,

a33 ¼ Reðλ2323 þ 2λ2332Þ, a34 ¼ Imðλ2123 − λ1223Þ,
a35 ¼ −Imðλ1323 þ λ1332Þ, a36 ¼ −Imðλ2323Þ,
a37 ¼ Reðλ1123 − λ2223Þ, a38 ¼ 1ffiffi

3
p Reðλ1123 þ λ2223 − 2λ3323Þ,

a44 ¼ 2λ1221 − Reðλ1212Þ, a45 ¼ Reðλ2113 − λ1213Þ,
a46 ¼ Reðλ2123 − λ1223Þ, a47 ¼ Imðλ2212 − λ1112Þ,
a48 ¼ 1ffiffi

3
p Imð2λ3312 − λ1112 − λ2212Þ, a55 ¼ λ1331 − Reðλ1313Þþ,

a56 ¼ Reðλ1332 − λ1323Þ, a57 ¼ Imðλ2213 − λ1113Þ,
a58 ¼ 1ffiffi

3
p Imð2λ3313 − λ1113 − λ2213Þ, a66 ¼ λ2332 − Reðλ2323Þ,

a67 ¼ Imðλ2223 − λ1123Þ, a68 ¼ 1ffiffi
3

p Imð2λ3323 − λ1123 − λ2223Þ,
a77 ¼ λ11 þ λ22 − 2λ1122, a78 ¼ 1ffiffi

3
p ðλ11 − λ22 − 2λ1133 þ 2λ2233Þ,

a88 ¼ 1
3
ðλ11 þ λ22 þ 4λ33 þ 2λ1122 − 4λ1133 − 4λ2233Þ.
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Note that the remaining elements denoted by dots are zero. Specifically, for a Uð1ÞY-invariant 3HDM potential, all
elements of M3

A and L3
AA0 corresponding to A; A0 ¼ 9; 10;…; 14 vanish.

APPENDIX B: THE BIADJOINT REPRESENTATIONS OF SP(4) AND SP(6)

In Sec. II, we introduced the Spð2nÞ generators in the biadjoint representation as

ðTB
n ÞIJ ¼ −ifBIJn ¼ Trð½ΣI

n; KB
n �ΣJ

nÞ:
The maximal symmetry of the potential in the case of 2HDM is Sp(4). With the help of the above relation, we may derive
the following ten generators in the biadjoint representation of Sp(4):

T0¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 i

0 0 0 −i 0

1
CCCCCCA
; T1¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 −i 0 0

0 i 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
; T2¼

0
BBBBBB@

0 0 i 0 0

0 0 0 0 0

−i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
; T3¼

0
BBBBBB@

0 −i 0 0 0

i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
;

T4¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0

0 i 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
; T5¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 i

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−i 0 0 0 0

1
CCCCCCA
; T6¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 i

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 −i 0 0 0

1
CCCCCCA
; T7¼

0
BBBBBB@

0 0 0 i 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
;

T8¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0

0 0 i 0 0

1
CCCCCCA
; T9¼

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 −i 0
0 0 i 0 0

0 0 0 0 0

1
CCCCCCA
:

Note that these generators are identical to those of the SO(5) group in the fundamental representation [25], thereby
establishing the local group isomorphism: Spð4Þ ≅ SOð5Þ.
For the case of the 3HDM, the maximal symmetry is Sp(6). Similarly, the 21 generators of Sp(6) in the biadjoint

representation read

T0¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : 2 : :

: : : : : : : : : : : : 2 :

: : : : : : : : : : : : : 2

: : : : : : : : −2 : : : : :

: : : : : : : : : −2 : : : :

: : : : : : : : : : −2 : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T1¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : : : : −2 : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : : 2 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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T2¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : −2 : : : : : : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : : : 1 : : : : : : : :

2 : : : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : −1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T3¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : 1 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : −1 : : : : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : −1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : :
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : −1 : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T4¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : 1 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: −1 : : : : : : : : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : 1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : : : :
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : 1 : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : −1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T5¼ iffiffiffi
3

p

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : −3 : : : : : : : : :

: : : : : −3 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: 3 : : : : : : : : : : : :

: : 3 : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : 2 : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : −2 : : : : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T6¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : 2 : : : : : : :

: : −1 : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

−2 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : 1 :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T7¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : −1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : 1
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : 1 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : −1 : : : : : : : : : :

: −1 : : : : : : : : : : : :

: −
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : −1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : −1 : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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T8¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: −1 : : : : : : : : : : : :

1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : −1
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : 1 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: : −
ffiffiffi
3

p
: : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : 1 : :

: : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T9¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : 2 : : : : :

: : : : : : : : : 2 : : : :

: : : : : : : : : : 2 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : −2 : : : : : : : : : :

: : : : −2 : : : : : : : : :

: : : : : −2 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T10¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : : : : 2 : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : : : : −2 : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T11¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : −2 : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : : : 1 : : : : : : : :

2 : : : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : −1 : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T12¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : −1 : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : −1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : :
ffiffiffi
3

p
:

: : : : : 1 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : 1 : : : : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : −1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T13¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : 1 : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : :

ffiffiffi
3

p

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : −1 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: −1 : : : : : : : : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : 1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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T14¼ iffiffiffi
3

p

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : −3 :

: : : : : : : : : : : : : −3
: : : : : : : : 2 : : : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : −2 : : : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : : : 1 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: 3 : : : : : : : : : : : :

: : 3 : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T15¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : −2 : :

: : : : : : : : : : : : −2 :

: : : : : : : : : : : : : −2
: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : 2 : : : : : : : : : :

: : : : 2 : : : : : : : : :

: : : : : 2 : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T16¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : −1
: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : 2 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : −2 : : : : : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : 1 : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T17¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : −2 : : : : :

: : : : : : : : : −1 : : : :

: : : : : : : : : : 1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

2 : : : : : : : : : : : : :

: 1 : : : : : : : : : : : :

: : −1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

T18¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : 1 : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : −1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : 1 : :

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : :
ffiffiffi
3

p
: : : :

: : 1 : : : : : : : : : : :

: : : : : : −1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : −1 : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; T19¼i

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : 1 : : : :

: : : : : : : : 1 : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : −1 :

: : : : : : : : : : : −1 : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : −1 : : :

: : : : : : : : : :
ffiffiffi
3

p
: : :

: −1 : : : : : : : : : : : :

−1 : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : 1 −
ffiffiffi
3

p
: : : : : :

: : : : 1 : : : : : : : : :

: : : 1 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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T20¼ iffiffiffi
3

p

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : −3 : : : :

: : : : : : : : : : −3 : : :

: : : : : : : : : : : −2 : :

: : : : : : : : : : : : 1 :

: : : : : : : : : : : : : 1

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : :

: 3 : : : : : : : : : : : :

: : 3 : : : : : : : : : : :

: : : 2 : : : : : : : : : :

: : : : −1 : : : : : : : : :

: : : : : −1 : : : : : : : :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

APPENDIX C: PRIME INVARIANTS AND SYMMETRIC nHDM POTENTIALS

In Sec. III, we have shown that one can systematically construct symmetric nHDM potentials in terms of fundamental
building blocks.
Here, we will employ maximal and minimal invariants to construct 2HDM potentials invariant under continuous

symmetries. The symmetry groups and the respective functional forms of the 2HDM potentials in terms of prime invariants
may be listed as follows:

(i) CP1 ⊗ SOð2Þ: V½S11 þ S22; D2
12; T

2
12].

(ii) SU(2): V½S11 þ S22; D2
12�.

(iii) Spð2Þϕ1þϕ2
⊂ Spð2Þϕ1

⊗ Spð2Þϕ2
: V½S11; S22; S12�.

(iv) Uð1Þ ⊗ Spð2Þϕ1ϕ2
: V½S11 þ S22; D02

12�.
(v) Spð2Þϕ1

⊗ Spð2Þϕ2
: V½S11; S22�.

(vi) Sp(4): V½S11 þ S22�.

TABLE I. Parameter relations for the 13 accidental symmetries related to the 2HDM potential [25]. Note that all entries which contain
a symplectic group are only custodially symmetric, and so violate Uð1ÞY . The subscript ϕ1 þ ϕ2 shows an Sp(2) transformation that acts
on both ðϕ1; iσ2ϕ�

1ÞT and ðϕ2; iσ2ϕ�
2ÞT. Additionally, the subscript ϕ1ϕ2 denotes an Sp(2) transformation acting on ðϕ1; iσ2ϕ�

2ÞT.
No. Symmetry Nonzero parameters for 2HDM potentials

1 CP1 μ21, μ
2
2, Reðm2

12Þ, λ1, λ2, λ3, λ4, Reðλ5Þ, Reðλ6Þ, Reðλ7Þ
2 Z2 μ21, μ

2
2, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ

�
5

3 CP2 μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2, λ3, λ4, Reðλ5Þ
4 U(1) μ21, μ

2
2, λ1, λ2, λ3, λ4

5 CP1 ⊗ SOð2Þ μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2, λ3, λ4, Reðλ5Þ ¼ 2λ1 − λ34
6 SU(2) μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2, λ3, λ4 ¼ 2λ1 − λ3
7 Spð2Þϕ1þϕ2

μ21, μ
2
2, Reðm2

12Þ, λ1, λ2, λ3, λ4 ¼ Reðλ5Þ, Reðλ6Þ, Reðλ7Þ
8 ðCP1⋊S2Þ ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2

μ21 ¼ μ22, Reðm2
12Þ, λ1 ¼ λ2, λ3, λ4 ¼ Reðλ5Þ, Reðλ6Þ ¼ Reðλ7Þ

9 ðS2⋊Z2Þ ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2
μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2, λ3, Reðλ5Þ ¼ �λ4

10 Uð1Þ ⊗ Spð2Þϕ1ϕ2
μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2 ¼ 1

2
λ3, λ4

11 Spð2Þϕ1
⊗ Spð2Þϕ2

μ21, μ
2
2, λ1, λ2, λ3

12 S2 ⊗ Spð2Þϕ1
⊗ Spð2Þϕ2

μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2, λ3
13 Sp(4) μ21 ¼ μ22, λ1 ¼ λ2 ¼ 1

2
λ3
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Likewise, we may use maximal and minimal invariants
to construct the 3HDM potentials. The symmetry
groups and the 3HDM potentials as functions of prime
invariants are

(i) SOð2Þϕ1;ϕ2
:

V½S11 þ S22; D2
12; T

2
12; S33; D

2
13 þD2

23; T
2
13 þ T2

23�.
(ii) SOð2Þϕ1;ϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
: V½S11 þ S22; D2

12; T
2
12; S33�.

(iii) SUð2Þϕ1;ϕ2
: V½S11 þ S22; D2

12; S33; D
2
13 þD2

23�.
(iv) SUð2Þϕ1;ϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
: V½S11 þ S22; D2

12; S33�.
(v) Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3

: V½S11; S22; S33; S12; S13; S23�.
(vi) Spð2Þϕ1þϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
: V½S11; S22; S33; S12�.

(vii) Spð2Þϕ1ϕ2
⊗ Spð2Þϕ3

: V½S11 þ S22; D02
12; S33�.

(viii) Spð2Þϕ1ϕ2
: V½S11 þ S22; S33; D02

12; D
02
13 þD02

23�.
(ix) Spð2Þϕ1

⊗ Spð2Þϕ2
⊗ Spð2Þϕ3

: V½S11; S22; S33�.
(x) SO(3): V½S11 þ S22 þ S33; D2

12 þD2
13 þD2

23; T
2
12 þ

T2
13 þ T2

23�.
(xi) Spð4Þ ⊗ Spð2Þϕ3

: V½S11 þ S22; S33�.
(xii) SUð3Þ ⊗ Uð1Þ:

V½S11 þ S22 þ S33; D2
12 þD2

13 þD2
23�.

(xiii) Sp(6): V½S11 þ S22 þ S33�.
In the above list, we have used the subscript ϕ1þ
ϕ2 þ ϕ3 to show a transformation that acts simultaneously
on ðϕ1; iσ2ϕ�

1ÞT, ðϕ2; iσ2ϕ�
2ÞT, and ðϕ3; iσ2ϕ�

3ÞT. Also, the
subscripts ϕ1ϕ2, and ϕ3 denote Sp(2) transformations that
act on ðϕ1; iσ2ϕ�

2ÞT and ðϕ3; iσ2ϕ�
3ÞT, respectively. Finally,

the subscripts ϕ1;ϕ2 denote SU(2) or SO(2) transforma-
tions acting on ðϕ1;ϕ2ÞT.

APPENDIX D: IRREDUCIBLE
REPRESENTATIONS OF NON-ABELIAN

DISCRETE SYMMETRIES

The most familiar non-Abelian subgroups of SU(3) are
summarized in Sec. IV. The direct sum decomposition of
3 ⊗ 3 tensor products in terms of irreducible representa-
tions of these groups are listed below:
(1) 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1∶Δð3N2Þ
(2) 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 2∶Σð2N2Þ
(3) 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 3 ⊕ 3∶A4

(4) 1 ⊕ 2 ⊕ 2 ⊕ 2 ⊕ 2∶Δð6N2Þ
(5) 1 ⊕ 2 ⊕ 3 ⊕ 3∶ S4
(6) 1 ⊕ 2 ⊕ 6∶Δð6N2Þ
(7) 1 ⊕ 3 ⊕ 5∶A5

(8) 1 ⊕ 4 ⊕ 4∶Σð36ϕÞ
(9) 1 ⊕ 8∶Σð72ϕÞ;Σð168Þ;Σð216ϕÞ;Σð360ϕÞ
(10) 3 ⊕ 3 ⊕ 3∶Σð36ϕÞ;Δð3N2Þ;Δð6N2Þ
(11) 3⊕6∶Σð72ϕÞ;Σð168Þ;Σð216ϕÞ;Σð360ϕÞ;Δð6N2Þ
(12) 4 ⊕ 5∶A5

(13) 9∶Σð216ϕÞ;Σð360ϕÞ
As can be seen from the above list, only the decompositions
(1)–(9) are relevant for building SUð2ÞL-preserving nHDM

invariant potentials, since they contain a singlet. However,
only those symmetries for which their prime factor decom-
position lead to distinct nHDM potentials can be consid-
ered as candidates for a novel symmetry of a model. For
example, the A5 symmetry with Zn prime factors 2, 3, 5
does not lead to a distinct 3HDM potential. Moreover, in
the case of the 3HDM, the decompositions given in (6) and
(9) produce potentials invariant under SU(3). The remain-
ing possibilities (10)–(13) have been checked up to Zn
prime factors of the model, but they do not seem to lead to
new forms of symmetric potentials.
For the case of the 3HDM, there are two non-Abelian

discrete symmetries as subgroups of SO(3), namelyD3 and
D4. In addition, there are non-Abelian discrete symmetries
as subgroups of SU(3) [20–24],

A4; S4; fΣð18Þ;Δð27Þ;Δð54Þg;Σð36Þ: ðD1Þ

In Sec. IV, we have shown the procedure for constructing
3HDM potentials invariant under the non-Abelian discrete
symmetries D3 and A4. Here, we apply this method for the
rest of non-Abelian discrete symmetries of the 3HDM
potential [20–24].
The other two-dimensional non-Abelian discrete sym-

metry of the 3HDM is D4. The 2 ⊗ 2 tensor product of D4

decomposes as

D4∶ 2 ⊗ 2 ¼ 1 ⊕ 10 ⊕ 100 ⊕ 1000: ðD2Þ

This group is generated by two generators,

Δ1
D4

¼ diag½g1 ⊗ σ0; g1� ⊗ σ0�;
Δ2

D4
¼ diag½g2 ⊗ σ0; g2� ⊗ σ0�; ðD3Þ

with

g1 ¼

0
B@

i 0 0

0 −i 0

0 0 1

1
CA; g2 ¼

0
B@

0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

1
CA ðD4Þ

that satisfy the conditions g41 ¼ 1, g22 ¼ 1, and g2 · g1·
g2 ¼ g−11 . The irreducible representations of D4 in the
bilinear space may be given by
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TABLE II. Nonzero parameters for the 40 accidental symmetries related to the 3HDM potential. Note that all entries which contain a
symplectic group are only custodially symmetric, and so violate Uð1ÞY . a,bThe generators of U(1) and Uð1Þ0 are diagðeiα; e−iα; 1Þ and
diagðeiβ=3; eiβ=3; e−i2β=3Þ, with α; β ∈ ½0; 2πÞ, respectively. Moreover, the subscripts ϕ1;ϕ2 denote SU(2) or SO(2) transformations
acting on ðϕ1;ϕ2ÞT and the subscript ϕ1 þ ϕ2 þ ϕ3 shows an Sp(2) transformation acting on all doublets ðϕ1; iσ2ϕ�

1ÞT, ðϕ2; iσ2ϕ�
2ÞT, and

ðϕ3; iσ2ϕ�
3ÞT. Finally, the subscripts ϕ1ϕ2 and ϕ3 indicate an Sp(2) transformation acting on ðϕ1; iσ2ϕ�

2ÞT and ðϕ3; iσ2ϕ�
3ÞT, respectively.

No. Symmetry Nonzero parameters for 3HDM potentials

1 CP1 μ21, μ
2
2, μ

2
3, Reðm2

12Þ, Reðm2
13Þ, Reðm2

23Þ, λ11, λ22, λ33,
λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332, Reðλ1212Þ, Reðλ1313Þ, Reðλ2323Þ,
Reðλ1213Þ, Reðλ2113Þ, Reðλ1223Þ, Reðλ2123Þ, Reðλ1323Þ, Reðλ1332Þ,
Reðλ1112Þ, Reðλ2212Þ, Reðλ3312Þ, Reðλ1113Þ, Reðλ2213Þ, Reðλ3313Þ,
Reðλ1123Þ, Reðλ2223Þ, Reðλ3323Þ

2 Z2 μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{m2
13, λ1212, λ1313, λ2323, λ1232, λ1113, λ2213, λ3313 and H:c:}

20 Z0
2 μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{m2
23, λ1212, λ1313, λ2323, λ1213, λ1123, λ2223, λ3323 and H:c:}

3 Z2 ⊗ Z0
2 μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1212, λ1313, λ2323 and H:c:}
4 Z3 μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1213, λ1323, λ2123 and H:c:}
5 Z4 μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1212, λ1323 and H:c:}
50 Z0

4 μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1313, λ3212 and H:c:}
6 aUð1Þ μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1323 and H:c:}
60 bUð1Þ0 μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{m2
12, λ1212, λ1112, λ2212, λ3312, λ1332 and H:c:}

7 Uð1Þ ⊗ Uð1Þ0 μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332

8 Z2 ⊗ Uð1Þ0 μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, λ1331, λ2332,

{λ1212 and H:c:}
9 CP1 ⊗ Spð2Þϕ3

μ21, μ
2
2, μ

2
3, Reðm2

12Þ, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, Reðλ1212Þ,
Reðλ1112Þ, Reðλ2212Þ, Reðλ3312Þ

10 CP1 ⊗ Z2 ⊗ Spð2Þϕ3
μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221, Reðλ1212Þ

11 Uð1Þ ⊗ Spð2Þϕ3
μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221

12 CP2 μ21 ¼ μ22, μ
2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1221, λ1133 ¼ λ2233, λ1331 ¼ λ2332,

Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ, Reðλ1212Þ, {λ1112 ¼ −λ2212 and H.c.}
13 CP2 ⊗ Spð2Þϕ3

μ21 ¼ μ22, μ
2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1221, λ1133 ¼ λ2233, Reðλ1212Þ,

{λ1112 ¼ −λ2212 and H:c:}
14 SOð2Þϕ1;ϕ2

μ21 ¼ μ22, μ
2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1221, λ1133 ¼ λ2233, λ1331 ¼ λ2332,

Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ, Reðλ1212Þ ¼ 2λ11 − ðλ1122 þ λ1221Þ,
15 D3 μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1133 ¼ λ2233, λ1221, λ1331 ¼ λ2332,

{λ2131 ¼ −λ1232, λ1323 and H:c:}
16 D4 μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1133 ¼ λ2233, λ1221, {λ1212 and H:c:},

λ1331 ¼ λ2332 ¼ Reðλ3231Þ
17 D3 ⊗ Spð2Þϕ3

μ21 ¼ μ22, μ
2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1133 ¼ λ2233, λ1221

18 D4 ⊗ Spð2Þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1133 ¼ λ2233, λ1221, Reðλ1212Þ

19 SOð2Þϕ1;ϕ2
⊗ Spð2Þϕ3

μ21 ¼ μ22, μ
2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122, λ1133 ¼ λ2233,

λ1221 ¼ Reðλ1212Þ ¼ λ11 − 1
2
λ1122

20 SUð2Þϕ1;ϕ2
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122 ¼ 2λ11 − λ1221, λ1221,

λ1133 ¼ λ2233, λ1331 ¼ λ2332
21 SUð2Þϕ1;ϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22, λ33, λ1122 ¼ 2λ11 − λ1221, λ1133 ¼ λ2233,

λ1221
22 Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3

μ21, μ
2
2, μ

2
3, Reðm2

12Þ, Reðm2
13Þ, Reðm2

23Þ, λ11, λ22, λ33,
λ1122, λ1133, λ2233, λ1221 ¼ Reðλ1212Þ, λ1331 ¼ Reðλ1313Þ,

(Table continued)
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TABLE II. (Continued)

No. Symmetry Nonzero parameters for 3HDM potentials

λ2332 ¼ Reðλ2323Þ, Reðλ1213Þ ¼ Reðλ2113Þ, Reðλ1223Þ ¼ Reðλ2123Þ,
Reðλ1323Þ ¼ Reðλ1332Þ, Reðλ1112Þ;Reðλ2212Þ;Reðλ3312Þ,
Reðλ1113Þ;Reðλ2213Þ;Reðλ3313Þ, Reðλ1123Þ;Reðλ2223Þ;Reðλ3323Þ

23 Z2 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3
μ21, μ

2
2, μ

2
3, Reðm2

13Þ, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233,
λ1221 ¼ Reðλ1212Þ, λ1331 ¼ Reðλ1313Þ, λ2332 ¼ Reðλ2323Þ,
Reðλ1113Þ;Reðλ2213Þ;Reðλ3313Þ

230 Z0
2 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3

μ21, μ
2
2, μ

2
3, Reðm2

23Þ, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233,
λ1221 ¼ Reðλ1212Þ, λ1331 ¼ Reðλ1313Þ, λ2332 ¼ Reðλ2323Þ,
Reðλ1123Þ;Reðλ2223Þ;Reðλ3323Þ

24 Z2 ⊗ Z0
2 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3

μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233,

λ1221 ¼ Reðλ1212Þ, λ1331 ¼ Reðλ1313Þ, λ2332 ¼ Reðλ2323Þ
25 Z4 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3

μ21, μ
2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233, λ1221 ¼ Reðλ1212Þ

26 ðCP1⋊S2Þ ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, Reðm2

12Þ, Reðm2
13Þ ¼ Reðm2

23Þ, λ11 ¼ λ22, λ33,
λ1122, λ1133 ¼ λ2233, λ1221 ¼ Reðλ1212Þ,
λ1331 ¼ λ2332 ¼ Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ, Reðλ1323Þ ¼ Reðλ1332Þ,
Reðλ1223Þ ¼ Reðλ2123Þ ¼ Reðλ1213Þ ¼ Reðλ2113Þ,
Reðλ3313Þ ¼ Reðλ3323Þ, Reðλ1112Þ ¼ Reðλ2212Þ,
Reðλ3312Þ, Reðλ1113Þ ¼ Reðλ1123Þ ¼ Reðλ2213Þ ¼ Reðλ2223Þ

27 D4 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22 ¼ 1

2
λ1122, λ33, λ1133 ¼ λ2233,

λ1221 ¼ Reðλ1212Þ
28 Spð2Þϕ1þϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
μ21, μ

2
2, μ

2
3, Reðm2

12Þ, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233,
λ1221 ¼ Reðλ1212Þ, Reðλ1112Þ;Reðλ2212Þ;Reðλ3312Þ

29 Spð2Þϕ1ϕ2
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22 ¼ 1

2
λ1122, λ33, λ1133 ¼ λ2233, λ1221,

λ1331 ¼ λ2332
30 Spð2Þϕ1ϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22 ¼ 1

2
λ1122, λ33, λ1133 ¼ λ2233, λ1221

31 A4 μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,
λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332, {λ1212 ¼ λ1313 ¼ λ2323, and H:c:}

32 S4 μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,
λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332, Reðλ1212Þ ¼ Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ

33 SO(3) μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,
λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332,
Reðλ1212Þ ¼ Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ ¼ 2λ11 − ðλ1122 þ λ1221Þ

34 S4 ⊗ Spð2Þϕ1þϕ2þϕ3
μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33 ¼ 1

2
λ1122 ¼ 1

2
λ1133 ¼ 1

2
λ2233,

λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332 ¼ Reðλ1212Þ ¼ Reðλ1313Þ ¼ Reðλ2323Þ
35 Δð54Þ μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,

λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332, {λ1213 ¼ λ2123 ¼ λ3231 and H:c:}
36 Σð36Þ μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,

λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332, Reðλ1213Þ ¼ Reðλ1323Þ ¼ Reðλ1232Þ ¼
3
4
ð2λ11 − λ1122 − λ1221Þ

37 Spð2Þϕ1
⊗ Spð2Þϕ2

⊗ Spð2Þϕ3
μ21, μ

2
2, μ

2
3, λ11, λ22, λ33, λ1122, λ1133, λ2233

38 Spð4Þ ⊗ Spð2Þϕ3
μ21 ¼ μ22, μ

2
3, λ11 ¼ λ22 ¼ 1

2
λ1122, λ33, λ1133 ¼ λ2233

39 SUð3Þ ⊗ Uð1Þ μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33, λ1122 ¼ λ1133 ¼ λ2233,
λ1221 ¼ λ1331 ¼ λ2332 ¼ 2λ11 − λ1122

40 Sp(6) μ21 ¼ μ22 ¼ μ23, λ11 ¼ λ22 ¼ λ33 ¼ 1
2
λ1122 ¼ 1

2
λ1133 ¼ 1

2
λ2233
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1∶
�
ϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3

�
;

10∶
�
ϕ†
1ϕ1 − ϕ†

2ϕ2

�
;

100∶
�

1ffiffi
3

p ½ϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 − 2ϕ†
3ϕ3�

�
;

1000∶
�
ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

2ϕ1

�
;

10000∶
�
−i½ϕ†

1ϕ2 − ϕ†
2ϕ1�

�
;

2∶
�

ϕ†
1ϕ3 þ ϕ†

3ϕ1 þ ϕ†
2ϕ3 þ ϕ†

3ϕ2

−i½ϕ†
1ϕ3 − ϕ†

3ϕ1� þ i½ϕ†
2ϕ3 − ϕ†

3ϕ2�

�
: ðD5Þ

Hence, the D4-invariant 3HDM potential takes on the form

VD4
¼ −M11 −M2100 þ Λ012 þ Λ1102 þ Λ21002 þ Λ310002

þ Λ4100002 þ Λ51 · 100 þ Λ62T · 2: ðD6Þ

This potential can also be written as

VD4
¼ −μ21ðjϕ1j2 þ jϕ2j2Þ − μ23jϕ3j2 þ λ11ðjϕ1j4 þ jϕ2j4Þ
þ λ33jϕ3j4 þ λ1122jϕ1j2jϕ2j2 þ λ1133ðjϕ1j2jϕ3j2
þ jϕ2j2jϕ3j2Þ þ λ1221jϕ†

1ϕ2j2 þ λ1212ðϕ†
1ϕ2Þ2

þ λ1331ðjϕ†
1ϕ3j2 þ jϕ†

2ϕ3j2 þ jϕ†
3ϕ2j2

þ ðϕ†
2ϕ3Þðϕ†

1ϕ3Þ þ ðϕ†
3ϕ2Þðϕ†

3ϕ1ÞÞ; ðD7Þ

where all parameters are real.
Likewise, we find the S4 invariant 3HDM potential. The

S4 group can be defined by the two generators [16–18,20],

Δ1
S4
¼ σ0 ⊗ g1 ⊗ σ0; Δ2

S4
¼ σ0 ⊗ g2 ⊗ σ0; ðD8Þ

with

g1 ¼

0
B@

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1
CA; g2 ¼

0
B@

0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

1
CA; ðD9Þ

which obey the conditions g41 ¼ g32 ¼ 1 and g1 · g22·
g1 ¼ g2. The 3 ⊗ 3 tensor product of S4 consists of one
singlet 1, one doublet 2, and two triplets 3 and 30,

S4∶ 3 ⊗ 3 ¼ 1 ⊕ 2 ⊕ 3 ⊕ 30: ðD10Þ

The S4-symmetric blocks 1, 2, 3, and 30 may be obtained as

1∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3 Þ;

2∶
�
ϕ†
1ϕ1 þ ω2ϕ†

2ϕ2 þ ωϕ†
3ϕ3

ϕ†
1ϕ1 þ ωϕ†

2ϕ2 þ ω2ϕ†
3ϕ3

�
;

3∶

0
B@

ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

2ϕ1

ϕ†
1ϕ3 þ ϕ†

3ϕ1

ϕ†
2ϕ3 þ ϕ†

3ϕ2

1
CA;

30∶

0
B@

−i½ϕ†
1ϕ2 − ϕ†

2ϕ1�
i½ϕ†

1ϕ3 − ϕ†
3ϕ1�

−i½ϕ†
2ϕ3 − ϕ†

3ϕ2�

1
CA: ðD11Þ

Therefore, the S4-invariant 3HDM potential takes on the
following form:

VS4 ¼ −M1þ Λ012 þ Λ12T · 2þ Λ23T · 3þ Λ330T · 30:

ðD12Þ

Note that the S4-invariant 3HDM potential has a similar
form to the A4-invariant 3HDM potential shown in
Eq. (4.38). However, in the S4-invariant 3HDM potential
all parameters are real, due to the absence of 30T · 3 and
3T · 30 terms which are allowed by the A4 symmetry. In
addition, if Reðλ1212Þ ¼ 2λ11 − ðλ1122 þ λ1221Þ, one gets an
SO(3)-invariant 3HDM potential.
The next symmetry of the 3HDM potential is the Δð54Þ

symmetry group, which can be defined through the three
generators:

Δ1
Δð54Þ ¼ diag½g1 ⊗ σ0; g1� ⊗ σ0�;

Δ2
Δð54Þ ¼ σ0 ⊗ g2 ⊗ σ0;

Δ3
Δð54Þ ¼ σ0 ⊗ g3 ⊗ σ0; ðD13Þ

where

g1 ¼

0
B@

ω2 0 0

0 ω 0

0 0 1

1
CA; g2 ¼

0
B@

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1
CA;

g3 ¼

0
B@

0 1 0

1 0 0

0 0 1

1
CA: ðD14Þ

These generators satisfy the conditions g31 ¼ 1, g32 ¼ 1, and
g23 ¼ 1. The 3 ⊗ 3 tensor product of Δð54Þ can be
decomposed in one singlet 1 and four doublets 2, 20, 200,
and 2000 as

Δð54Þ∶ 3 ⊗ 3 ¼ 1 ⊕ 2 ⊕ 20 ⊕ 200 ⊕ 2000: ðD15Þ
The irreducible representations of Δð54Þ in the bilinear
space can be represented as [52]
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1∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3 Þ;

2∶
�
ϕ†
1ϕ1 þ ωϕ†

2ϕ2 þ ω2ϕ†
3ϕ3

ϕ†
1ϕ1 þ ω2ϕ†

2ϕ2 þ ωϕ†
3ϕ3

�
;

20∶
�
ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

3ϕ1 þ ϕ†
2ϕ3

ϕ†
2ϕ1 þ ϕ†

1ϕ3 þ ϕ†
3ϕ2

�
;

200∶
�
ϕ†
2ϕ3 þ ωϕ†

3ϕ1 þ ω2ϕ†
1ϕ2

ωϕ†
2ϕ1 þ ϕ†

3ϕ2 þ ω2ϕ†
1ϕ3

�
;

2000∶
�
ω2ϕ†

2ϕ1 þ ϕ†
3ϕ2 þ ωϕ†

1ϕ3

ϕ†
2ϕ3 þ ω2ϕ†

3ϕ1 þ ωϕ†
1ϕ2

�
:

ðD16Þ

Having obtained the Δð54Þ-symmetric blocks, the Δð54Þ-
invariant 3HDM potential is given by

VΔð54Þ ¼ −M1þ Λ012 þ Λ12† · 2þ Λ220T · 20

þ Λ32
00† · 200 þ Λ42000† · 2000; ðD17Þ

and can be rewritten in the following form:

VΔð54Þ ¼−μ21ðjϕ1j2þjϕ2j2þjϕ3j2Þþλ11ðjϕ1j4
þjϕ2j4þjϕ3j4Þþλ1122ðjϕ1j2jϕ2j2þjϕ1j2jϕ3j2
þjϕ2j2jϕ3j2Þþλ1221ðjϕ†

1ϕ2j2þjϕ†
1ϕ3j2

þjϕ†
2ϕ3j2Þþλ1213ððϕ†

1ϕ2Þðϕ†
1ϕ3Þþðϕ†

2ϕ1Þðϕ†
2ϕ3Þ

þðϕ†
3ϕ2Þðϕ†

3ϕ1ÞÞþλ�1213ððϕ†
2ϕ1Þðϕ†

3ϕ1Þ
þðϕ†

1ϕ2Þðϕ†
3ϕ2Þþðϕ†

2ϕ3Þðϕ†
1ϕ3ÞÞ: ðD18Þ

The largest non-Abelian discrete symmetry of 3HDM
is the Σð36Þ group [21–24]. The relevant 3 ⊗ 3 tensor
product of Σð36Þ may be decomposed as

Σð36Þ∶3 ⊗ 3 ¼ 1 ⊕ 4 ⊕ 40: ðD19Þ

The three generators of this group are

Δ1
Σð36Þ ¼ diag½g1 ⊗ σ0; g1� ⊗ σ0�;

Δ2
Σð36Þ ¼ σ0 ⊗ g2 ⊗ σ0;

Δ3
Σð36Þ ¼ diag½g3 ⊗ σ0; g3� ⊗ σ0�; ðD20Þ

with

g1 ¼

0
B@

1 0 0

0 ω 0

0 0 ω2

1
CA; g2 ¼

0
B@

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1
CA;

g3 ¼
1

ω − ω2

0
B@

1 1 1

1 ω ω2

1 ω2 ω

1
CA; ðD21Þ

which obey the conditions g31 ¼ g32 ¼ 1 and g43 ¼ 1. Now,
we can define the irreducible representations of Σð36Þ
as [52]

1∶ ðϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3 Þ;

4∶

0
BBBBB@

ω2ϕ†
1ϕ2 þ ϕ†

2ϕ3 þ ωϕ†
3ϕ1

ω2ϕ†
1ϕ3 þ ϕ†

2ϕ1 þ ωϕ†
3ϕ2

ω2ϕ†
1ϕ2 þ ωϕ†

2ϕ3 þ ϕ†
3ϕ1

ω2ϕ†
1ϕ3 þ ωϕ†

2ϕ1 þ ϕ†
3ϕ2

1
CCCCCA;

40∶

0
BBBBB@

ωϕ†
1ϕ3 þ ωϕ†

2ϕ1 þ ωϕ†
3ϕ2

ωϕ†
1ϕ1 þ ϕ†

2ϕ2 þ ω2ϕ†
3ϕ3

ω2ϕ†
1ϕ2 þ ω2ϕ†

2ϕ3 þ ω2ϕ†
3ϕ1

ωϕ†
1ϕ1 þ ω2ϕ†

2ϕ2 þ ϕ†
3ϕ3

1
CCCCCA: ðD22Þ

Finally, the Σð36Þ-invariant potential then takes on the form
VΣð36Þ ¼ −M1þ Λ012 þ Λ14† · 4þ Λ240† · 40: ðD23Þ

Equivalently, the Σð36Þ-invariant 3HDM potential can be
given by

VΣð36Þ

¼ −μ21ðjϕ1j2 þ jϕ2j2 þ jϕ3j2Þ þ λ11ðjϕ1j4 þ jϕ2j4 þ jϕ3j4Þ
þ λ1122ðjϕ1j2jϕ2j2 þ jϕ1j2jϕ3j2 þ jϕ2j2jϕ3j2Þ
þ λ1221ðjϕ†

1ϕ2j2 þ jϕ†
1ϕ3j2 þ jϕ†

2ϕ3j2Þ

þ 3

4
ð2λ11 − λ1122 − λ1221Þððϕ†

1ϕ2Þðϕ†
1ϕ3Þ

þ ðϕ†
1ϕ3Þðϕ†

2ϕ3Þ þ ðϕ†
1ϕ2Þðϕ†

3ϕ2Þ þ H:c:Þ; ðD24Þ
with all real parameters.
These symmetries for the 3HDM potential, along with

their nonzero theoretical parameters, are presented in
Table II.
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